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Условные обозначения 
С – объемная концентрация твердых частиц в жидкости, м3/м3; 
Сх (Re) – коэффициент сопротивления частицы; 
D – диаметр трубы, м; 
D (x) – полный проход (массовая доля частиц, размером меньше х), %; 
d – диаметр частицы, трубы, отверстия, м; 
d50, d3, d94 – размер частиц, м, полные проходы которых соответственно 
составляют 50; 3; 94 %; 
di – средний размер частиц i-го класса, м (мкм); 
f (x) – дифференциальное распределение частиц по размерам; 
Fa – сила Архимеда, H; 
Fg – сила тяжести, H; 
Fs – сила сопротивления, H; 
G – массовый расход среды (воздуха или воды), кг/м3; 
Gt – массовый расход твердой фазы, кг/м
3; 
H, h – высота, м; 
k – коэффициент адиабаты, постоянная Больцмана, коэффициент пропор-
циональности; 
N – число частиц в единице объема; 
p – параметр аппроксимации (безразмерная величина), давление, Па; 
r – радиус частицы, м; 
R (x) – массовая доля частиц, размером больше х, %; 
Re – число Рейнольдса; 
ri – содержание i-го класса крупности, частные остатки, %; 
s – площадь поперечного сечения частицы, м2; 
Smin – сумма квадратов отклонений; 
t – время, c; 
u – скорость твердых частиц, м/с; 
V – объем частицы, сосуда, м3; 
w – скорость потока среды (воздуха или воды) , м/c; 
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wi,, Wi, м/c – скорость осаждения i-го класса частиц; 
wвос – скорость восходящего потока жидкости, м/c; 
х – размер частиц, мкм или м; 
х50 – средний (медианный) размер частиц, мкм; 
хm – максимальный размер частиц, мкм; 
ρt, ρ, – соответственно плотность твердой частиц и среды кг/м
3; 
η – коэффициент динамической вязкости, Па·с; 
µ – массовая концентрация твердых частиц в газе, кг/кг; 
Критерии 
Re – критерий Рейнольдса, определяемый выражением 






rwdw
Re
2
. 
Ar – критерий Архимеда, определяемый выражением 
 
2
3


 t
gd
Ar
. 
Индексы 
i, j – номера фракций, классов крупности; 
t – параметр относится к твердой фазе. 
Константы 
g = 9,80665 м/c2 (ускорение свободного падения); 
k = 1,380662 · 10–23 Дж/К (постоянная Больцмана); 
м = 22,41383 м
3/кмоль (нормальный молярный объем); 
R0 = 8,31451 кДж/(кмоль·K) (универсальная газовая постоянная или мо-
лярная газовая постоянная). 
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ВВЕДЕНИЕ 
Пакет Excel входит в Microsoft Office и установлен практически на каж-
дом компьютере. Таким образом, программа является одной из самых доступ-
ных. Мощь Excel в решении различных задач определяется большим количе-
ством разнообразных функций и операций с ячейками таблицы, а также встро-
енным языком программирования Visual Basic for Application (VBA). VBA не 
только позволяет избежать повторяющихся действий, но и является полноцен-
ным языком объектно-ориентированного программирования высокого уровня. 
Визуальная составляющая языка определяет удобный интерфейс пользователя 
и позволяет создавать готовые приложения для решения конкретных задач. Од-
нако в настоящей работе не стояла задача создания пользовательских прило-
жений.  
Мы поставили другую задачу – показать возможность решения различ-
ных инженерных задач с помощью встроенных функций электронных таблиц 
Excel и с помощью программирования на языке VBA. Как известно, решение 
любой инженерной задачи предполагает использование знаний в конкретной 
предметной области, а также математического моделирования и численных ме-
тодов решения, поэтому в первой главе рассматриваются элементы численных 
методов. По данной теме имеется достаточно большое количество литературы, 
тем не менее пришлось рассмотреть основные, наиболее часто используемые в 
прикладных задачах методы. Для подготовки корректных исходных параметров 
во второй главе пришлось рассмотреть методы обработки экспериментальных 
данных. В остальных главах приводятся примеры решения конкретных инже-
нерных задач.  
Поскольку авторы читают курсы лекций по дисциплинам, связанным с 
процессами и аппаратами химических производств и строительства, то и задачи 
взяты из этой области. Очевидно, что существуют различные методы решения 
конкретных задач. В настоящей работе мы не ставили цели выбора и обоснова-
ния конкретного метода решения. Мы на примерах приводим решение задачи 
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каким-либо методом. Иногда дается сравнение результатов, полученных раз-
ными методами решения. В любом случае решение наглядно иллюстрируется с 
помощью таблиц и графиков. В этом плане Excel предоставляет большие воз-
можности.  
Компания Microsoft постоянно обновляет версии пакета MS Office. Авто-
ры использовали приложение Excel в учебном процессе практически с момента 
выхода первых версий программы. Было разработано большое количество ме-
тодов, программ и примеров решения различных прикладных задач. При выхо-
де очередной версии пакета Office использование созданных решений упроща-
лось и становилось более удобным. От версии к версии добавлялись приятные 
мелочи, делающие более комфортным процесс создания и использования при-
ложений. Однако компания Microsoft с выходом версии Microsoft Office 2007 
полностью и до неузнаваемости изменила привычный пользовательский интер-
фейс. Если начинающие пользователи, использующие пакет на 1–5 %, не испы-
тали никакого дискомфорта, то пользователи со стажем оказались в шоке. Все 
меню было изменено так, что невозможно стало применить созданные ранее 
разработки. Так, например, некоторые достаточно продвинутые студены в те-
чение получаса не могли отыскать пункт меню Поиск решения для экстремаль-
ных задач. Не спасла положение выпущенная корпорацией Microsoft специаль-
ная программа, которая частично восстанавливала привычное меню. Вычисли-
тельные возможности новой версии при решении приведенных в данном посо-
бии задач не изменились. По крайней мере, специальное тестовое решение кон-
кретных задач не выявило преимуществ новой версии. Боле того, наоборот, в 
версии Excel MS Office-2007 решение фрагментов ранее написанных программ 
на Visual Basic for Application существенно замедлилось. Все приведенные в ра-
боте примеры прошли тестирование в версиях Excel MS Office-2003 и Excel MS 
Office-2010. Выбор версии пакета оставляем читателю. Главной целью настоя-
щей работы является показать возможность решение конкретных прикладных 
задач с помощью встроенных функций электронных таблиц Excel и с помощью 
программирования на языке VBA.  
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1. ЭЛЕМЕНТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ 
Подробное изложение численных методов не является целью настоящего 
раздела. Это достаточно емкая задача, к тому же имеется большое количество 
литературы по данному вопросу [71, 21, 39, 19, 13]. В этой главе мы хотим на 
примерах проиллюстрировать, как с помощью электронных таблиц Microsoft 
Excel можно решать наиболее часто встречаемые задачи. Широкие возможно-
сти Microsoft Excel позволяют не только реализовать известные алгоритмы вы-
числительных методов, но и порой решить задачу более простым методом. 
За счет встроенных средств, таких как «Подбор параметра», «Поиск решения», 
«Анализ», можно не только в наглядной и доступной форме решить задачу, но и 
провести исследование полученного решения. Большим достоинством элек-
тронных таблиц Microsoft Excel является то, что они предоставляют возмож-
ность легко и наглядно оформить результат в графическом виде. Для тех чита-
телей, кто интересуется более подробной информацией по численным методам, 
мы рекомендуем, например, [67]. Рассмотрим наиболее часто встречаемые в 
инженерных расчетах задачи вычислительной математики. 
1.1. Решение нелинейных уравнений 
Excel имеет встроенные средства для решения нелинейных уравнений. 
Покажем на примере, как можно найти решение с помощью встроенной проце-
дуры Подбор параметра.  
Пример 1.1.1. Решение нелинейного уравнения методом Подбор пара-
метра. 
Пусть необходимо решить нелинейное уравнение 
 
xe)x()x(f  214 . (1.1) 
В ячейку A3 введем начальное значение x = 0. В ячейку B3 введем фор-
мулу =4*(1-A3^2)-EXP(A3) для вычисления значения функции (рис. 1.1, а). Из 
меню Данные вызовем метод Анализ «что если», выберем Подбор параметра.  
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Рис. 1.1, а 
  
Рис. 1.1, б 
Рис. 1.1. Решение нелинейного уравнения методом Подбор параметра 
При этом появится диалоговое окно (рис. 1.1, б). В строке окна Устано-
вить в ячейке наберем адрес $B$3. В строке окна Значение наберем 01. 
В строке окна Изменяя значение ячейки, наберем адрес $A$3. После этого 
необходимо нажать клавишу Enter или кнопку OK – в ячейке A3 появится ре-
зультат: 0,70344 (рис. 1.1). 
Если уравнение имеет несколько корней, то, чтобы найти каждый корень, 
надо изменять начальное значение аргумента, т. е. стартовать из различных 
начальных точек. При этом, чтобы правильно выбрать стартовые значения, 
предварительно необходимо провести так называемое отделение корней, т. е. 
определить интервалы, на которых функция меняет знак. Эта процедура заклю-
чается в том, что определяют интервалы значений аргумента, на которых функ-
ция меняет знак, т. е. переходит через нулевое значение. Далее на конкретном 
интервале выбирается начальная точка и вышеописанным способом на данном 
интервале находится корень. 
                                         
1 Следует обратить внимание на то, что при вводе чисел в ячейки таблицы в качестве разде-
лителя десятичных знаков может использоваться точка или запятая (тот знак, который уста-
новлен по умолчанию в настройках Windows). В модулях Visual Basic for Application в каче-
стве разделителя используется только точка. 
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Рассмотрим решение нелинейного уравнения другим распространенным 
методом – половинного деления, или бисекции. Алгоритм метода следующий: 
1) задается интервал поиска корня A и B и вычисляется значение функции на 
границах интервала f (A) и f (B). При этом если корень находится внутри 
интервала, то значения функций f (A) и f (B) будут иметь противополож-
ный знак; 
2) вычисляется аргумент x = (A+B)/2. Вычисляется значение функции (x) на 
середине интервала; 
3) если функции f (x) и f (B) имеют одинаковый знак, то положить A = x, 
иначе B = x; 
4) если |A–B| > E (малое число Е – точность решения), то перейти к п. 2; 
в противном случае – остановить процесс поиска корня. 
Данный алгоритм можно реализовать в виде модуля на языке Visual Basic 
for Application. Рассмотрим конкретный пример решения нелинейного уравне-
ния с иллюстрацией скорости схождения. 
Пример 1.1.2. Решение нелинейного уравнения методом бисекции. 
Для того чтобы набрать тест программы, необходимо вставить модуль, 
выбирая через меню последовательно пункты Вид, Макросы. В строке Имя 
набрать имя макроса Bisek. Произойдет загрузка с листом редактора Visual 
Basic. На этом листе необходимо набрать нижеприведенный текст. 
Option Explicit 
__________________________________________________ 
Sub Bisek (A, B, E, x As Double, J As Integer) 
Dim n, I As Integer 
Dim Fa, Fb, Fx As Double 
n = 50 ' Конечное число итераций 
For I = 1 To 50 
x = (A+B)/2 
Fa = Fbis(A) 
Fb = Fbis(B) 
Fx = Fbis(x) 
If (Sgn(Fx) * Sgn(Fb)) < 0 
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Then A = x Else B = x 
If Abs (A–B) < E Then GoTo Metk 
Next I 
Metk: 
J = I 
End Sub 
_____________________________________________________ 
Sub ReshUr () 
Dim A, B, E, x As Double, J As Integer 
A = Worksheets(«Лист1»).Cells(4, 2).Value 
B = Worksheets(«Лист1»).Cells(4, 3).Value 
E = Worksheets(«Лист1»).Cells(4, 4).Value 
Call Bisek(A, B, E, x, J) 
Worksheets(«Лист1»).Cells(4, 5).Value = x 
Worksheets(«Лист1»).Cells(4, 6).Value = J 
End Sub 
______________________________________________________ 
Function Fbis (x) As Double 
Fbis = 4 * (1-x^2)-Exp(x) 
End Function 
В основной процедуре Sub ReshUr() считываются исходные данные: гра-
ницы интервала (А, В), необходимая точность решения (Е) – и выводятся ко-
рень (Х) и число итераций (J). В основной процедуре вызывается процедура Sub 
Bisek (A, B, E, x As Double, J As Integer), в которой непосредственно вычисляет-
ся корень (Х) и число итераций (J) методом бисекции. Данный метод решения 
удобен тем, что, набрав и отладив один раз процедуру поиска корня методом 
бисекции, впоследствии ее можно использовать в любых программах. 
 
Рис. 1.2. Решение нелинейного уравнения методом бисекции 
 13 
 
Перед запуском макроса в таблице на Лист 1 необходимо записать в 
ячейки следующие значения (рис. 1.2): в ячейку D4 ‒ требуемую точность ре-
шения 0,000001 (параметр E); в ячейку B4 ‒ левую границу интервала 0 (пара-
метр A); в ячейку C4 записать значение 1 ‒ правую границу интервала (пара-
метр B). В ячейке Е4 будет напечатано решение (значение x), а ячейке F4 число 
J итераций. 
1.2. Системы линейных уравнений 
В общем случае исходная система записывается в матричной форме 
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, (1.2) 
или в сжатом виде 
A · X = B, 
где А ‒ главная матрица размера n · n; Х, В ‒ соответственно, вектор-столбцы 
неизвестных и свободных членов. Размер вектор-столбцов n.  
Порядок решения следующий. Сначала находится обратная матрица 1A . 
Искомое решение находится как произведение обратной матрицы на вектор-
столбец свободных членов:  
 X =A−1 · B. (1.3) 
Для решения поставленной задачи в Excel имеются специальные матрич-
ные функции:  
МОБР() ‒ служит для нахождения обратной функции; 
МУМНОЖ() ‒ предназначена для произведения матриц. Рассмотрим кон-
кретный пример. 
Пример 1.2.1. Решение линейной системы уравнений матричным методом. 
Необходимо решить следующую линейную систему: 
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Приведем по шагам алгоритм решения системы линейных уравнений. 
В ячейки A4:C6 заносят коэффициенты главной матрицы А (рис. 1.3). 
В ячейки E4:E6 заносят компоненты вектор-столбца свободных членов В. 
 
Рис. 1.3. Решение линейной системы уравнений матричным методом 
Выделяем место, где будет расположена обратная матрица 1A  (в нашем 
случае это ячейки A9:C11). Нажимаем кнопку Мастер функций. После появле-
ния окна диалога Мастер функций шаг 1 из 2 выбираем функцию МОБР() из 
категории Математические и нажимаем кнопку Далее или клавишу Enter.  
В окне диалога Мастер функций шаг 2 из 2 вводим координаты главной 
матрицы A4:C6 и нажимаем кнопку OK или клавишу Enter. В строке формул при 
этом возникнет формула =МОБР(A4:C6). Установим указатель мыши в строку 
формул и нажмем левую кнопку мыши. Теперь нажмем одновременно три кла-
виши Ctrl, Shift, Enter. В выделенной области появится обратная матрица. 
Выделим место, где будет располагаться вектор-столбец неизвестных Х 
(в нашем случае это ячейки D4:D6). Нажимаем кнопку Мастер функций. После 
появления окна диалога Мастер функций шаг 1 из 2 выбираем функцию 
МУМНОЖ() из категории Математические и нажимаем кнопку Далее или 
клавишу Enter. 
 15 
 
В окне диалога Мастер функций шаг 2 из 2 вводим в первую строку но-
мера ячеек обратной матрицы A9:C11, во вторую строку ячейки E4:E6, где рас-
полагается вектор-столбец свободных членов, и нажимаем кнопку OK или кла-
вишу Enter. В строке формул при этом возникнет формула 
=МУМНОЖ(A9:C11; E4:E6) (рис. 1.3). Установим указатель мыши в строку 
формул и нажмем левую кнопку мыши. Теперь нажмем одновременно три кла-
виши Ctrl, Shift, Enter. В выделенной области появится решение поставленной 
задачи ‒ вектор-столбец неизвестных Х (рис. 1.3). Решение задачи завершено. 
Как следует из решения, х1 = 1,9092, х2 = 3,195, х3 = 5,0448. Используя 
функцию МУМНОЖ(), можно произвести проверку правильности решения, 
умножив главную матрицу А на вектор Х. Результат умножения в ячейках 
G4:G6 должен быть равен вектор-столбцу свободных членов В (рис. 1.3). 
Рассмотрим еще один пример решения линейных систем уравнений. 
Пример 1.2.2. Плохо обусловленная система линейных уравнений. 
В инженерной практике коэффициенты системы определяются или опыт-
ным, или расчетным путем с ограниченной точностью. Кроме того, решение 
также осуществляется с машинной точностью. Возникает вопрос о том, как 
сильно влияет точность определения коэффициентов системы на результат? 
Покажем это на простом примере.  
Рассмотрим простейшую систему линейных уравнений 
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Несложной проверкой можно убедиться, что решением системы является 
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 (1.6) 
Решим систему (1.5) матричным способом, описанным в примере 1.2.1. 
Для этого в ячейки A4:В5 введем коэффициенты главной матрицы А (рис. 1.4). 
В ячейки D4:D5 введем значение вектор-столбца В свободных членов.  
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Выделяем область ячеек A8:В9 расположения обратной матрицы 1A , 
вызываем функцию МОБР(), вводим координаты главной матрицы A4:В5 и 
нажимаем кнопку OK или клавишу Enter. В строке формул при этом возникнет 
формула =МОБР(A4:В5). Установим указатель мыши в строку формул и 
нажмем левую кнопку мыши. Теперь нажмем одновременно три клавиши – 
Ctrl, Shift, Enter. В выделенной области появится обратная матрица. 
Выделим ячейки С4:С5, где будет располагаться вектор-столбец неиз-
вестных Х, выбираем функцию МУМНОЖ() из категории Математические и 
нажимаем кнопку Далее или клавишу Enter. 
В окне диалога Мастер функций вводим формулу =МУМНОЖ(A8:B9; 
D4:D5). Установим указатель мыши в строку формул и нажмем левую кнопку 
мыши. Теперь нажмем одновременно три клавиши – Ctrl, Shift, Enter. В выде-
ленной области появится решение поставленной задачи ‒ вектор-столбец неиз-
вестных Х (рис. 1.4, a).  
 
Рис. 1.4, a 
  
Рис. 1.4, б 
Рис. 1.4. Исследование плохо обусловленной линейной системы уравнений 
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В ячейки F4:F5 введем следующие формулы для вычисления погрешно-
сти коэффициентов b1, b2: =ABS(D4-62)*100/62 и =ABS(D5-118)*100/201. 
В ячейки G4:G5 введем следующие формулы для вычисления погрешно-
сти решения x1, x2: =ABS(C4-1)*100/1 и =ABS(C5-2)*100/2. 
Затем изменим один свободный член b2 на 0,5 %, т. е. положим b2 = 119. 
Для этого введем в ячейку D5 число 119. При этом решение, находящееся в 
ячейках C4, C5, изменится: x1 = 6, x2 = –19. Таким образом, изменение одного 
коэффициента всего лишь на 0,5 % привело к изменению решения на 500 % и 
1050 % (рис. 1.4, б). Вряд ли такая точность устроит инженера. 
Такой результат получился потому, что рассмотренная система является 
плохо обусловленной. Количественной мерой обусловленности является число 
обусловленности cond. В теории численных методов показано, что ошибка ре-
шения пропорциональна числу обусловленности. Идеально обусловленная си-
стема имеет число обусловленности cond = 1. Из практики решения задач мож-
но утверждать, что если cond > 100, то систему можно считать плохо обуслов-
ленной. Решение такой системы, особенно если она большой размерности, мо-
жет представлять трудную задачу. Однако, на наш взгляд, для инженера важно 
уметь определить число обусловленности и тем самым оценить точность полу-
ченного решения. Если все-таки система будет плохо обусловленной, то полез-
ней изменить исходную задачу и получить более устойчивую систему. 
Для определения числа обусловленности используют понятие нормы век-
тора и нормы матрицы. Обозначается норма вектора (матрицы) Х как  . Нор-
ма ‒ это число, служащее мерой векторов и матриц и удовлетворяющее трем 
основным свойствам: 
 
.
CC
,


 0
для всех скалярных C, (1.7) 
Здесь X  обозначена норма вектора X. Наиболее употребляемой является 
евклидова норма 
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Более общая норма имеет вид 
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Для матриц евклидова норма имеет вид 
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Часто для матриц удобнее применять другие нормы: 
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Для получения первой нормы 
1A  находят сумму модулей элементов в 
каждом столбце и затем выбирают максимальную из этих сумм. Для получения 
значений нормы A  нужно аналогичным образом поступить со строками мат-
рицы A. Заметим, что обе эти нормы являются частным случаем общей нормы 
при значениях параметра p = 1 и p = ∞. 
Для того чтобы определить нормы и число обусловленности в ячейке Н4, 
введем формулу =ABS(A4), скопируем эту формулу в ячейки Н4, I5 и в ячейки 
Н8, I9 и получим абсолютные значения коэффициентов соответственно главной 
и обратной матрицы.  
В ячейках Н6 и I6 вычислим суммы абсолютных значений коэффициен-
тов столбцов главной матрицы, а в ячейках Н10 и I10 обратной матрицы.  
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В ячейке G8 введем формулу =МАКС(H6:I6) для определения нормы 
главной матрицы, а в ячейке G9 введем формулу =МАКС(H10:I10) для опреде-
ления нормы обратной матрицы. 
В ячейке F7 введем формулу =G8*G9 для определения числа обусловлен-
ности cond (A) матрицы A по зависимости 
  1)A(cond . (1.13) 
В нашем случае (рис. 1.4) cond (A) = 6039 и система является плохо обу-
словленной. 
Оценка точности решения определяется соотношением 
 b)(condx  , (1.14) 
где b  ‒ ошибка определения коэффициентов вектор-столбца свободных чле-
нов.  
В инженерной задаче b  определяется ошибкой экспериментальных 
данных. Определив число обусловленности и оценив точность полученного 
решения x , инженер примет решение о том, есть ли необходимость в измене-
нии постановки задачи. Поскольку коэффициенты уравнений в инженерных 
расчетах, как правило, определяется экспериментально и с погрешностью, то 
всегда лучше изменить постановку задачи, чтобы она стала лучше обусловлен-
ной, а решение обладало устойчивостью. 
1.3. Нелинейные системы уравнений 
Задача отыскания корней нелинейной системы уравнений является суще-
ственно более сложной, чем рассмотренные выше задачи. В общем виде систе-
ма имеет вид 
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 (1.15) 
В Excel имеется встроенный метод Поиск решения, позволяющий просто 
и эффективно решать поставленную задачу. Задача сводится к отысканию m 
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корней, т. е. вектора X = (x1, x2, x3,..., xm). На первом этапе решения необходимо 
провести так называемую локализацию, т. е. определить интервалы значений 
аргументов x1, x2, x3,..., xm , в которых лежат корни. Иногда это может быть за-
труднено, однако в инженерных задачах диапазон, в котором лежат корни, ча-
сто известен из физического смысла параметров уравнений. Затем внутри ин-
тервалов выбирается стартовая точка xн1, x
н
2, x
н
3,..., x
н
m и далее осуществляется 
поиск решения. Рассмотрим пример решения системы нелинейных уравнений 
этим методом. 
Пример 1.3.1. Решение системы нелинейных уравнений методом Поиск 
решения. 
Найти решение следующей нелинейной системы: 
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Из области определения логарифмической функции следует, что  
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Перед решением приведем систему к виду 
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В ячейках A3, A4 введем числа 3 и 2, которые являются стартовыми зна-
чениями неизвестных xн1 и x
н
2. В ячейках В3, B4 введем формулы =A3^3+A4^3-
8*A3*A4 и =A3*LN(A4)-A4*LN(A3) ‒ соответственно первое и второе уравне-
ние системы, где вместо x1 и x2 указаны адреса ячеек с соответствующими неиз-
вестными A3, A4.  
В ячейку C3 введем формулу =ABS(B3). В ячейку C4 введем формулу 
=ABS(B4). Ячейка C5 будет выполнять роль целевой функции, которую необ-
ходимо минимизировать. В ней запишем формулу =СУММА(C3:C4) (рис. 1.5). 
Если надстройка «Поиск решения» не установлена, ее надо установить. 
Для этого на вкладке Файл выберите команду Параметры, а затем – категорию 
 21 
 
Надстройки. В поле Управление выберите значение Надстройки Excel и 
нажмите кнопку Перейти. В поле Доступные надстройки установите флажок 
рядом с пунктом Поиск решения и нажмите кнопку ОK. На вкладке Данные в 
группе Анализ щелкните Решатель. 
 
Рис. 1.5. Решение системы нелинейных уравнений методом Поиск решения 
Из меню Данные вызовем пункт Поиск решения. На экране появится диа-
логовое окно (рис. 1.6). В окне Установить целевую ячейку необходимо ввести 
абсолютный адрес $C$5. В меню Равной установить метку, напротив пункта 
Значение установить 0. В пункте меню Изменяя ячейки ввести адреса ячеек с 
неизвестными $A$3;$A$4. В пункте меню Ограничения нажать клавишу Доба-
вить, после чего в диалоговом режиме набрать ограничения $A$3>0; $A$4>0. 
Затем нажать клавишу Выполнить. После выполнения указанных действий на 
листе таблицы в ячейках A3, A4 появится следующий результат решения: 
x1 = 3,77388; x2 = 2,07708 (рис. 1.7).  
Мы нашли одно из трех решений. Для того чтобы найти другое решение, 
в ячейки A3, A4 введем новое стартовое значение переменных – соответственно 
2 и 3. Из меню Данные снова вызовем пункт Поиск решения и нажмем клавишу 
Выполнить. После выполнения указанных действий на листе таблицы в ячей-
ках A3, A4 появится новое решение: x1 = 2,077081; x2 = 3,773877. Если в каче-
стве стартовых значений в вести в ячейки A3, A4 одинаковое значение 5, то по-
лучим третье решение: x1 = 4; x2 = 4. 
В заключение отметим, что в качестве целевой функции можно вводить в 
целевую ячейку C5 не только сумму модулей, но и сумму квадратов функций fi 
или любую другую норму. 
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Рис. 1.6. Решение системы нелинейных уравнений методом Поиск решения 
Приведенный пример показывает возможность решения систем нелиней-
ных уравнений с помощью встроенного метода Поиск решения. Однако данный 
метод не дает гарантированного результата. Если попытка решения будет не-
удачной, то необходимо изменить стартовые значения неизвестных xн1 и x
н
2. 
 
Рис. 1.7. Результат решения системы нелинейных уравнений  
методом Поиск решения 
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1.4. Численное интегрирование 
Можно рассмотреть две задачи численного интегрирования. Первая, ко-
гда задано аналитическое выражение подынтегральной функции, задан интер-
вал интегрирования [a;b]. Вторая задача ‒ функция задана таблично. Сначала 
рассмотрим первую задачу. 
Функция задана аналитически. 
Есть распространенные методы решения этой задачи: метод прямоуголь-
ников; трапеций; Симпсона; квадратурные формулы Гаусса и другие. Рассмот-
рим эти методы на конкретных примерах. 
Численное интегрирование методом трапеций 
Пример 1.4.1. Численное интегрирование методом трапеций. 
Рассмотрим метод трапеций. Согласно данному методу, интеграл нахо-
дится по составной квадратурной формуле трапеций 
 
  









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0
22 . (1.19) 
Пусть необходимо найти интеграл  
 
dx
x
x
I  

5
1
4
3
16 . (1.20) 
В ячейки A3, C3 введем пределы интегрирования ‒ числа 1 и 5. В ячейку 
B3 введем формулу для вычисления подынтегральной функции от нижнего 
предела интегрирования (рис. 1.8).  
 
Рис. 1.8. Численное интегрирование методом трапеций 
Скопируем в ячейки D3 и F3 формулы для вычисления подынтегральной 
функции. В ячейку A5 введем число интервалов n = 64. Ячейки E3, B5, C5 
остаются пустыми, их отведем под xi ‒ текущее значение аргумента; h ‒ шаг 
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интегрирования; I ‒ конечный результат (искомое значение интеграла) соответ-
ственно. В ячейку В5 введем формулу для вычисления шага =(С3-A3)/A5.  
Через меню последовательно выбираем пункты Вид, Макросы, Редактор 
Visual Basic. На этом листе необходимо набрать нижеприведенный текст. 
Sub Trapez() 
Dim I, n As Integer 
Dim A, B, h, X, Fa, Fb, Fx, S, II As Single 
ThisWorkbook.Sheets("Лист1").Activate 
A = Worksheets("Лист1").Cells(3, 1).Value 
Fa = Worksheets("Лист1").Cells(3, 2).Value 
B = Worksheets("Лист1").Cells(3, 3).Value 
Fb = Worksheets("Лист1").Cells(3, 4).Value 
n = Worksheets("Лист1").Cells(5, 1).Value 
h = Worksheets("Лист1").Cells(5, 2).Value 
S = (Fa + Fb) * 0.5 
II = 0 
For I = 1 To n - 1 
X = A + I * h 
Worksheets("Лист1").Cells(3, 5).Value = X 
Fx = Worksheets("Лист1").Cells(3, 6).Value 
S = S + Fx 
II = S * h 
Worksheets("Лист1").Cells(5, 3).Value = II 
Next I 
End Sub 
Нажмем на кнопку Выполнить макрос левой клавишей мыши ‒ и в ячей-
ке C5 появится в решение I = 0,90739 (рис. 1.8). 
Численное интегрирование методом Гаусса 
Рассмотрим один из самых эффективных методов интегрирования – ме-
тод Гаусса. Для приближенного вычисления интеграла на отрезке [a,b] выпол-
няем замену переменной: 
 22 /)ba(x/)ba(t ii  .  
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Тогда квадратурная формула Гаусса примет вид 
  



b
a
n
i
ii )t(fA
ab
dt)t(f
12
,  
где xi ‒ узлы квадратурной формулы; Ai ‒ гауссовы коэффициенты, которые не 
зависят от вида функции f(t) и являются постоянными для заданного количества 
узлов. Они являются корнями многочленов Лежандра степени n.  
Пример 1.4.2. Численное интегрирование методом Гаусса по восьми узлам. 
Вычислим интеграл из примера 1.4.1 методом Гаусса по восьми узлам, не 
прибегая к программированию и созданию модуля. 
В ячейки A3:A10 и B3:B10 введем соответственно коэффициенты Ai и уз-
лы xi квадратурной формулы. Напомним, что они не зависят от вида функции 
f(t) и имеют значения, приведенные ниже. 
В ячейки F3,G3 введем пределы интегрирования: соответственно a=1 и 
b=5. В ячейки F5,G5 введем формулы для преобразования отрезка [a,b] в 
[A1,A2] по зависимости 
    2221 abA;baA  . 
Значение коэффициентов в узлах квадратурной формулы.  
Многочлен Лежандра 
Ai хi 
0,10122854 –0,96028986 
0,22238104 –0,79666648 
0,31370664 –0,52553242 
0,36268378 –0,18343464 
0,36268378 0,18343464 
0,31370664 0,52553242 
0,22238104 0,79666648 
0,10122854 0,96028986 
В ячейке F5 будет записана формула =(F3+G3)/2, а в ячейке G5 формула 
=(G3-F3)/2. Для вычисления ti в ячейке C3 запишем формулу =$F$5+$G$5*B3. 
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В ячейку D3 запишем формулу для вычисления функции f(t). Формула имеет 
вид =C3^3/(C3^4+16). 
В ячейку E3 введем формулу для вычисления произведения Gi = Ai·f(ti). 
Формула имеет вид =A3*D3. Выделим часть третьей строки от ячейки C3 до E3 
и распространим находящиеся в ней формулы до десятой строки (рис. 1.9). В 
ячейку E11 введем формулу для вычисления значения интеграла  
 
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
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
n
i
i
b
a
n
i
ii GA)t(fA
ab
dt)t(f
11
2
2
. 
В ячейке формула имеет вид =СУММ(E3:E10)*G5. После этого в ячейке 
E11 получится результат 0,907458. 
На рис. 1.9 приведен листинг решения задачи численного интегрирования 
функции методом Гаусса по восьми узлам.  
 
Рис. 1.9. Численное интегрирование методом Гаусса по восьми узлам 
В табл. 1.1 приведено сравнение точности метода трапеций с различным 
числом шагов n и метода Гаусса. Из представленных данных следует, что метод 
Гаусса более точный, чем метод трапеций, даже при большом числе шагов n. 
Кроме того, известно, что метод Гаусса требует меньшего объема вычислений, 
поэтому работает быстрее. Последнее обстоятельство важно, если в какой-
нибудь задаче необходимо вычислять интегралы в процессе решения по циклу. 
В различных приложениях часто возникает задача вычисления несоб-
ственного интеграла вида 
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


0
dxe)x(f x , 
где α > 0, f(x) ‒ достаточно гладкая функция. 
Квадратурная формула имеет вид 



 


n
i
ii
xe )/x(fAdx)x(f
10
1
, 
где xi – узлы, которые являются корнями многочленов Лагерра Ln(x); Ai ‒ коэф-
фициенты квадратурной формулы, вычисляемые по корням. 
Рассмотрим пример. Функция задана аналитически, необходимо вычис-
лить несобственный интеграл на полупрямой. 
Таблица 1.1 
Сравнение значений интеграла, вычисленного методом трапеций 
с различным шагом, и метода Гаусса с точным значением 
Интеграл и его точное значение Метод Число 
шагов, n 
Результат 
dx
x
x
I 


5
1
4
3
16
=0.9074539 
Трапеций 16 
64 
128 
256 
0,90642 
0,90739 
0,90744 
0,90745 
Гаусса 8 0,90746 
Вычисление несобственного интеграла на полупрямой 
Пример 1.4.3. Вычисление несобственного интеграла на полупрямой. 
Необходимо вычислить интеграл 
 
0
2
2
1
dx
x
e x
. 
В ячейки A3:A10 и B3:B10 введем соответственно коэффициенты Ai и уз-
лы xi квадратурной формулы.  
Коэффициенты многочлена Лагерра L8(x) приведенные ниже. 
В ячейку F3 введем параметр α = 2. В ячейку C3 записываем новую пере-
менную ti = xi / a. В нашем случае формула имеет вид =B3/$F$3. Затем распро-
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страним ее на весь столбец до ячейки C10. В ячейку D3 введем формулу 
=1/(1+C3^2) для вычисления функции f(ti) и также распространим ее на весь 
столбец. В ячейку E3 введем формулу =A3*D3 для вычисления произведения Ai 
f(ti) и также распространим ее на весь столбец до E10 (рис. 1.10). В ячейку E11 
введем формулу =СУММ(E3:E10)/F3 для вычисления значения интеграла и 
нажмем клавишу Enter. В ячейке E11 появится результат: I = 0,3990404 
(рис. 1.10). 
Рассмотрим следующий пример. Функция задана аналитически, несоб-
ственный интеграл с бесконечными пределами. В различных приложениях ча-
сто возникает задача вычисления несобственного интеграла вида 



0
2
dxe)x(f x , 
где a > 0, f(x) ‒ достаточно гладкая функция.  
Значение коэффициентов в узлах квадратурной формулы. 
Многочлен Лагерра L8(x) 
Ai xi 
3,6918858E-01 0,1702796 
4,1878678E-01 0,9037017 
1,7579498E-01 2,2510866 
3,3343492E-02 4,2667001 
2,7945362E-03 7,0459054 
9,0765987E-05 10,7585160 
8,4857467E-06 15,7406786 
1,0480011E-09 22,8631317 
Квадратурная формула имеет вид 



 


n
i
ii
xe )/x(fAdx)x(f
10
1
, 
где xi ‒ узлы, которые являются корнями многочленов Эрмита Hn(x);  
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Ai ‒ коэффициенты квадратурной формулы, вычисляемые по корням мно-
гочленов. 
 
Рис. 1.10. Вычисление несобственного интеграла на полупрямой 
Вычисление несобственного интеграла с бесконечными пределами 
Пример 1.4.4. Вычисление несобственного интеграла с бесконечными 
пределами. 
Вычислить интеграл 


0
2502 2 dxe)xcos(x x. . 
В ячейки A3:A10 и B3:B10 введем соответственно коэффициенты Ai и уз-
лы xi. Напомним, что они не зависят от вида функции f(t) и имеют нижеприве-
денные значения. 
В ячейку F3 введем значение 0,25 параметра α. В ячейку C3 записываем 
формулу для определения новой переменной 

 ii
x
t
.  
В нашем случае формула имеет вид =B3/КОРЕНЬ($F$3). Затем распро-
страним ее на весь столбец до ячейки C10. В ячейку D3 введем формулу 
=C3*C3*COS(C3) для вычисления функции f(t) и также распространим ее на 
весь столбец. В ячейку E3 введем формулу =A3*D3 для вычисления произведе-
ния Ai f(t) и также распространим ее на весь столбец до E10 (рис. 1.11). 
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Значение коэффициентов в узлах квадратурной формулы. 
Многочлен Эрмита H8(x) 
Ai xi 
5,0792948E-01 0,27348105 
2,8064746E-01 0,82295145 
8,3810041E-02 1,38025854 
1,2880311E-02 1,95178799 
9,3228401E-04 2,54620216 
2,7118601E-05 3,17699916 
2,3209808E-07 3,86944790 
2,6548075E-10 4,68873894 
В ячейку E11 введем формулу =СУММ(E3:E10)/F3 для вычисления зна-
чения интеграла и нажмем клавишу Enter. При этом в ячейке появится следу-
ющий результат: I = –2,6081973 (рис. 1.11). 
 
Рис. 1.11. Вычисление несобственного интеграла с бесконечными пределами 
Рассмотрим следующий пример. 
Пример 1.4.5. Вычисление интеграла, заданного таблично. 
Пусть задана функция ex таблично с шагом h = 0,5 на отрезке [0,2]. Зна-
чения приведены ниже. 
Для вычисления интеграла воспользуемся формулой Ньютона – Котеса 
 31 
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 . 
Так как в нашем случае шаг h = 0,5, а число значений 9, то разобьем весь 
участок интегрирования на два и применим на каждом участке формулу Нью-
тона – Котеса. Таким образом, искомый интеграл найдется по зависимости 
).fffff(
,
)fffff(
,
III ,h
87654
432102150
73212327
45
502
73212327
45
502

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
 
Затем вычислим значение интеграла по этой же формуле, но с шагом 
h = 1: 
)fffff(Ih 864201 7321232745
2
 . 
Значения функции 
xi 
164
3


x
x
f(xi)  
1,0 0,058824 
1,5 0,160237 
2,0 0,250000 
2,5 0,283768 
3,0 0,278351 
3,5 0,258186 
4,0 0,235294 
4,5 0,213877 
5,0 0,195008 
Сравним полученные значения и выясним влияние шага на результат. За-
тем можно воспользоваться правилом Рунге и уточнить результат по формуле 
1522 /)II(II h/h/h  . 
В ячейки A4:A12 и B4:B12 внесем значения аргумента и функции соот-
ветственно (рис. 1.12). 
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В ячейку C8 введем формулу для вычисления I1: 
=1/45*(7*B4+32*B5+12*B6+32*B7+7*B8). 
В ячейку C12 введем формулу для вычисления I2: 
=1/45*(7*B8+32*B9+12*B10+32*B11+7*B12). 
В ячейку D13 введем формулу для вычисления Ih=1: 
=2/45*(7*B4+32*B6+12*B8+32*B10+7*B12). 
В ячейку C13 введем формулу =C8+C12 для вычисления интеграла Ih=0.5 с 
шагом h = 0,5. 
В ячейку D14 введем формулу =С13-(С13-D13)/15 для окончательного 
вычисления интеграла по уточненной формуле Рунге (рис. 1.12). После нажатия 
клавиши Enter появится результат I = 0,907635. 
 
Рис. 1.12. Вычисление интеграла, заданного таблично, по формуле Ньютона – Котеса 
Данный метод позволяет вычислять интегралы от заданных таблично 
функций. 
1.5. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений 
В общем виде в дифференциальное уравнение n-го порядка входит в ка-
честве неизвестных величин функция y(x) и ее первые n производных по аргу-
менту x. 
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0 )y,...,y,y,x( )n( .  
Решение сводится к нахождению значений функции y(x), удовлетворяю-
щих начальным условиям (задача Коши): 
.y=)(x y , . . . ,y=)(xy' ,y=)y(x 10-n0
1)-(n
10000  
Есть большое количество методов решения данной задачи. Рассмотрим 
некоторые из них. 
Необходимо решить обыкновенное дифференциальное уравнение перво-
го порядка 
)y,x(f
dx
dy

. 
Решение должно удовлетворять начальным условиям y(x0) = y0. 
Рассмотрим решение поставленной задачи методом Рунге – Кутты чет-
вертого порядка.  
Алгоритм решения методом Рунге – Кутты 
Отрезок, на котором необходимо найти решение, разбивается на n частей 
с шагом h. Затем последовательно вычисляются значения искомой функции по 
формуле 
)kkkk(
h
yy ii 43211 226
 , 
где n...,,,,i 210 ; 
)y,f(x=k ii1 ; 
)
2
h
 k +y,
2
h
+f(x=k 1ii2 ; 
)
2
h
 k +y,
2
h
+f(x=k 2ii3 ; 
h)k +yh,+f(x=k 3ii4 . 
Пример 1.5.1. Решение обыкновенного дифференциального уравнения 
первого порядка методом Рунге – Кутты четвертого порядка. 
Необходимо решить на отрезке  10;x  дифференциальное уравнение  
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yx
dx
dy
22 2  . 
при начальном условии y(0) = 1. Для проверки заметим, что точное решение 
данного уравнения имеет вид 
5051 22 ,xxe,y x  . 
В ячейку B2 вводим шаг интегрирования = 0,1. В ячейки A4 и G4 соот-
ветственно вводим начальное значение аргумента x0 = 0 и функции y(0) = 1. В 
ячейку A5 вводим формулу =A4+$B$2 для вычисления текущего значения ар-
гумента. В ячейку B4 вводим формулу =2*A4^2+2*G4 для вычисления функ-
ции f(x,y). Распространяем обе формулы вниз до ячеек A14 и B14 соответствен-
но. В ячейки C4, D4, E4, F4 вносим формулы для вычисления коэффициентов 
k1, k2, k3, k4 соответственно: 
=B4, 
=2*(A4+$B$2/2)^2+2*(G4+C*$B$2/2), 
=2*(A4+$B$2/2)^2+2*(G4+D4*$B$2/2), 
=2*(A4+$B$2)^2+2*(G4+E4*$B$2). 
В ячейку G5 введем формулу Рунге для вычисления решения yi+1 
=G4+$B$2/6*(C4+2*D4+2*E4+F4) и распространим ее на весь столбец до ячей-
ки G14 (рис. 1.13). Таким образом, в ячейках G4:G14 появится решение диффе-
ренциального уравнения. Для сравнения с точным решением в ячейку H4 вве-
дем формулу =1,5*EXP(2*A4)-A4^2-A4-0,5, полученную аналитически. 
Распространим формулу на весь столбец до ячейки H14. В столбце по-
явится точное решение (рис. 1.13), свидетельствующее о хорошей точности ме-
тода Рунге – Кутты. 
Рассмотрим решение обыкновенного дифференциального уравнения вто-
рого порядка. Исходное уравнение имеет вид 
)y,y,x(f
dx
yd

2
2
. 
Начальные условия: y(x0) = y0; y'(x0) = y'0. 
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Рис. 1.13. Решение обыкновенного дифференциального уравнения первого  
порядка методом Рунге – Кутты 
Алгоритм решения обыкновенного дифференциального уравнения второ-
го порядка методом Рунге – Кутты  
Отрезок, на котором необходимо найти решение, разбивается на n частей 
с шагом h. Затем последовательно вычисляются значения искомой функции по 
следующей формуле: 
n,0,1,2,...,=i)kkk(
h
yhyy iii 3211 6
  
)kkkk(yy ii 43211 226
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 k +y
2
h
 +y ,
2
h
+hf(x=k 2i1iii3  ; 
)k+y ,
2
h
 k +yh +y h,+hf(x=k 3i3iii4  . 
Пример 1.5.2. Решение обыкновенного дифференциального уравнения 
второго порядка методом Рунге – Кутты четвертого порядка. 
Необходимо решить на отрезке  511 ,;x   дифференциальное уравнение  
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

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yx
dx
yd
. 
при следующих начальных условиях: x0 = 1; y(x0) = 1; y (́x0) = 1.  
В ячейку B2 вводим шаг интегрирования = 0,1. В ячейки A4, G4, H4 соот-
ветственно вводим начальные условия: x0 = 1; y(x0) = 1; y (́x0) = 1. В ячейку A5 
вводим формулу =A4+$B$2 для вычисления текущего значения аргумента. Для 
вычисления функции f(x,y) в ячейку B4 вводим формулу 
=3/4*(A4*H4/КОРЕНЬ(G4)+1). Распространяем обе формулы вниз до ячеек A9 
и B9 соответственно. 
В ячейки C4, D4, E4, F4 вносим формулы для вычисления коэффициентов 
k1, k2, k3, k4 соответственно: 
=$B$2*B4; 
=$B$2*3/4*((A4+$B$2/2)*(H4+C4/2)/КОРЕНЬ(G4+$B$2/2*H4+ 
+C4*$B$2/8)+1); 
=$B$2*3/4*((A4+$B$2/2)*(H4+D4/2)/КОРЕНЬ(G4+$B$2/2*H4+ 
+C4*$B$2/8)+1); 
=$B$2*3/4*((A4+$B$2)*(H4+E4)/КОРЕНЬ(G4+$B$2*H4+ 
+E4*$B$2/2)+1). 
Введем формулу Рунге для вычисления решения yi+1 в ячейку G5  
=G4+$B$2*(H4+(C4+D4+E4)/6).  
В ячейку H5 введем формулу =H4+(C4+2*D4+2*E4+F4)/6 для вычисле-
ния производной yí+1. Распространим ее на весь столбец до ячейки H9 
(рис. 1.14). Таким образом, в ячейках G4:G9 появится решение дифференци-
ального уравнения.  
В ячейках I4:I9 приведено точное решение (рис. 1.14), свидетельствую-
щее о хорошей точности метода Рунге – Кутты. 
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Рис. 1.14. Решение обыкновенного дифференциального уравнения второго  
порядка методом Рунге – Кутты 
Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений перво-
го порядка методом Рунге – Кутты четвертого порядка 
Метод Рунге – Кутты легко переносится на нормальные системы уравне-
ний вида 
),y,...,y,y,x(fy
),y,...,y,y,x(fy
),y,...,y,y,x(fy
)r()()()r()r(
)r()()()()(
)r()()()()(
21
2122
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
 
где r ‒ число уравнений.  
Стандартные формулы Рунге – Кутты четвертой степени имеют следую-
щий вид: 
 )i()i()i()i()i(nn kkkkhyy )i( 33211 226   ; 
 )r(n)(n)(nn)i()i( y,...,y,y,xfk 211  ; 

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n
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h
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h
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1
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


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; 
 )r()r(n)()(n)()(nn)i()i( hky,...,hky,hky,hxfk 32321314  . 
Пример 1.5.3. Решение системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений первого порядка методом Рунге – Кутты четвертого порядка. 
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Необходимо решить на отрезке x[0;3] систему дифференциальных 
уравнений с шагом 0,1 







 .e
dx
dy
y
dx
dy
xy
,
12
2
1
 
при начальных условиях x0 = 0; y1(0)  =0; y2(0) = 0. 
Рассмотрим алгоритм решения методом Рунге – Кутты. Формулы Рунге 
для поставленной задачи имеют следующий вид: 
 )()()()()(nn kkkkhyy )( 1413121111 226
1
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 )()(n)()(nn)()( hky,hky,hxfk 232131224  . 
В ячейку B2 вводим шаг интегрирования =0.1. В ячейки A4, J4, K4 соот-
ветственно вводим начальные условия: x0 = 0; y1(0)  =0; y2(0) = 0. В ячейку A5 
вводим формулу =A4+$B$2 для вычисления текущего значения аргумента. В 
ячейки B4, C4, D4, E4, F4, G4, H4, I4 вводим коэффициенты Рунге в виде сле-
дующих формул (рис. 1.15): 
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=K4; 
=EXP(-A4*J4); 
=K4+$B$2/2*C4; 
=EXP(-(A4+$B$2/2)*(J4+$B$2/2*B4)); 
=K4+$B$2/2*E4; 
=EXP(-(A4+$B$2/2)*(J4+$B$2/2*D4)); 
=K4+$B$2*G4; 
=EXP(-(A4+$B$2)*(J4+$B$2*F4)). 
Распространяем все формулы вниз до конца столбца, т. е. до ячеек B34, 
C34, D34, E34, F34, G34, H34, I34. 
Для вычисления решения y1 и y2 в ячейки J5 и K5 введем следующие 
формулы: 
=J4+$B$2/6*(B4+2*D4+2*F4+H4); 
=K4+$B$2/6*(C4+2*E4+2*G4+I4). 
Распространяем все формулы вниз до конца столбца, т. е. до ячеек J34, 
K34, в которых и получаем решение исходной системы (рис. 1.15). 
Рассмотрим другой метод ‒ решение системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений первого порядка методом прогноза и коррекции. 
Данный метод можно использовать при решении как дифференциальных 
уравнений, так и нормализованных систем. Одношаговый метод прогноза и 
коррекции состоит в следующем.  
На первом этапе вычисляется начальное приближение (прогноз)  
в i-м узле: 
)y,x(fhyy iiii 111   , 
где h ‒ шаг узла сетки интегрирования; xi = xi-1+h, i = 1, 2, 3,..., n. 
Затем с помощью итерационного метода применяется процесс коррекции 
по зависимости 
 )y,x(f)y,x(fhyy kiiiiiki 1111 2

  .  
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Второй этап повторяется до тех пор, пока значения kiy  и 
1k
iy  не совпа-
дут с заданной точностью E. 
 
Рис. 1.15. Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка 
методом Рунге – Кутты четвертого порядка 
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Метод прогноза и коррекции 
Метод легко распространяется на нормализованные системы уравнений 
вида 
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где r ‒ число уравнений. 
Пример 1.5.4. Решение системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений первого порядка методом прогноза и коррекции. 
Для сопоставления различных методов решим систему из примера 1.5.3. 
Необходимо решить на отрезке x[0;3] систему дифференциальных уравнений 
с шагом 0.1 
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при начальных условиях: x0 = 0; y1(0) = 0; y2(0) = 0. 
Рассмотрим алгоритм решения методом прогноза и коррекции. 
Узлы сетки интегрирования вычисляются по следующей формуле: 
n,...,,,i;hxx ii 3211   . 
На первом этапе вычисляются приближенные значения функции явным 
методом Эйлера: 
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На втором этапе уточняется (корректируется) решение. Для этого органи-
зуется итерационный процесс по формулам 
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Условие остановки итерации: 
EyyиEyy ki
k
i
k
i
k
i 
 1
22
1
11 . 
Обычно хватает 3 или 4 итерации. Если число итераций больше, следует 
уменьшить шаг. Затем переходят к первому этапу и вычисляют значение в узле 
i+1 и так далее до точки i = n.  
Решение 
1. В ячейку B4 вводим шаг интегрирования =0.1. В ячейки D4, F4, H4 со-
ответственно вводим следующие начальные условия: x0 = 0; y1(x0) = 0; y2(x0) = 0. 
В ячейки B5 и D5 вводим соответственно значение числа шагов n = 30 и точно-
сти E = 0,000001 (рис. 1.16). 
2. Через меню последовательно выбираем следующие пункты: Вид, Мак-
росы, Редактор Visual Basic. После этого появится пустой лист с закладкой 
Модуль. На этом листе необходимо набрать нижеприведенный текст. 
Option Explicit 
Sub PrognKor() 
Dim i, J, k, n As Integer 
Dim X0, E, h, Y10, Y20 As Single 
Dim Y1k(50), Y2k(50) As Single 
Dim x(50) As Single 
Dim Y1(50) As Single 
Dim Y2(50) As Single 
ThisWorkbook.Sheets("Лист1").Activate 
'Чтение исходных данных 
h = Worksheets("Лист1").Cells(4, 2).Value 
X0 = Worksheets("Лист1").Cells(4, 4).Value 
Y10 = Worksheets("Лист1").Cells(4, 6).Value 
Y20 = Worksheets("Лист1").Cells(4, 8).Value 
E = Worksheets("Лист1").Cells(5, 4).Value 
n = Worksheets("Лист1").Cells(5, 2).Value 
'Решение 
x(0) = X0 
Y1(0) = Y10 
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Y2(0) = Y20 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 1).Value = x(0) 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 2).Value = Y1(0) 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 3).Value = Y2(0) 
For i = 1 To n 
x(i) = x(i - 1) + h 
Y1(i) = Y1(i - 1) + h * Fa(x(i), Y1(i), Y2(i)) 
Y2(i) = Y2(i - 1) + h * Fb(x(i), Y1(i), Y2(i)) 
J = 0 
Metka: 
Y1k(i) = Y1(i - 1) + h / 2 * (Fa(x(i - 1), Y1(i - 1), Y2(i - 1)) + Fa(x(i), Y1(i), Y2(i))) 
Y2k(i) = Y2(i - 1) + h / 2 * (Fb(x(i - 1), Y1(i - 1), Y2(i - 1)) + Fb(x(i), Y1(i), Y2(i))) 
If (Abs(Y1(i) - Y1k(i)) > E) Or (Abs(Y2(i) - Y2k(i)) > E) Then 
J = J + 1 
Y1(i) = Y1k(i) 
Y2(i) = Y2k(i) 
GoTo Metka 
End If 
'Печать результата 
Worksheets("Лист1").Cells(7 + i, 1).Value = x(i) 
Worksheets("Лист1").Cells(7 + i, 2).Value = Y1(i) 
Worksheets("Лист1").Cells(7 + i, 3).Value = Y2(i) 
Next i 
End Sub 
'Описание функций правых частей уравнений 
Function Fa(x, Y1, Y2) As Single 
Fa = Y2 
End Function 
Function Fb(x, Y1, Y2) As Single 
Fb = Exp(-x * Y1) 
End Function 
3. Нажмем на кнопку Выполнить макрос левой клавишей мыши. В таб-
лице появится решение (рис. 1.16). 
 44 
 
 
Рис. 1.16. Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка 
методом прогноза и коррекции 
Решение жестких уравнений 
Рассмотрим методы решения жестких уравнений. Строгого общеприня-
того математического определения жестких систем дифференциальных уравне-
ний нет. Принято считать, что жесткие системы – это те уравнения, решение 
которых получить намного проще с помощью определенных неявных методов, 
чем с помощью явных методов. Примерно такое определение было предложено 
в 1950-х гг. классиками в этой области Кертиссом и Хиршфельдером. 
Устойчивые дифференциальные уравнения называются жесткими, если 
они имеют частное решение в виде убывающей компоненты, постоянная вре-
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мени которой очень мала в сравнении с длиной интервала, на котором разыски-
вается решение. Большинство стандартных методов не приспособлено для ре-
шения жестких уравнений. Для решения таких уравнений используются неяв-
ные методы. Простейший из них ‒ обратный метод Эйлера. Неявные методы 
требуют решения системы уравнений на каждом шаге. Преимущество метода 
Эйлера состоит в том, что система уравнений линейная и может быть легко 
разрешена. Однако надо помнить о том, что точность метода Эйлера невысока. 
Тем не менее в случае жестких систем дифференциальных уравнений данный 
метод намного эффективнее и точнее, чем, например, популярный метод Рун-
ге – Кутты четвертого порядка.  
Пример 1.5.5. Решение жестких уравнений обратным методом Эйлера. 
Рассмотрим систему уравнений: 
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Начальные условия следующие: t = 0; y1(0) = 1; y2(0) = 1. 
Решение имеет вид 
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Очень быстро решение приближается к виду 
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Решим данную систему обратным методом Эйлера. 
Алгоритм решения системы жестких уравнений обратным методом 
Эйлера 
Решение осуществляется по следующим формулам: 
,n...,,,,i,htt ii 3211    
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Таким образом, на каждом шаге необходимо решать в общем случае си-
стему нелинейных уравнений. В нашем случае система линейная и имеет сле-
дующий вид: 
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 .yyhyy
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Данную систему надо преобразовать к виду, удобному для решения. По-
сле преобразования система примет вид 
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Ее можно разрешить относительно y1i, y2i, используя матричный способ 
решения линейных систем, приведенный в примере 1.2.1. 
Рассмотрим порядок решения. 
1. В ячейку B4 вводим шаг интегрирования h = 0.1. В ячейки D4, F4, F5 
соответственно вводим начальные условия: x0 = 0; y1(x0) = 1; y2(x0) = 1. В ячейку 
B5 вводим соответственно значение числа шагов n = 30 (рис. 1.17). 
2. В ячейки G6:H7 введем матрицу A , в ячейки I6:I7 столбец свободных 
членов соответственно: 








)(h
h)h(
19991999
19989981
 







12
11
i
i
y
y
. 
Выделим область ячеек G9:H10 и в ячейку G9 введем формулу 
=МОБР(G6:H7) для нахождения обратной матрицы. Выделим область ячеек 
I9:I10 и в ячейку I9 введем формулу умножения матриц A-1 и B (рис. 1.17) 
=МУМНОЖ(G9:H10;I6:I7). Таким образом, в ячейках I9:I10 находится решение 
системы y1i, y2i. Теперь остается организовать вычисление по циклу, изменяя 
значение i. 
3. Через меню последовательно выбираем пункты Вид, Макросы, Редак-
тор Visual Basic. После этого появится пустой лист с закладкой Модуль.  
На этом листе необходимо набрать нижеприведенный текст. 
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Sub GUR() 
Dim i, n As Integer 
Dim t0, h, Y10, Y20 As Single 
Dim t(50) As Single 
Dim Y1(50) As Single 
Dim Y2(50) As Single 
ThisWorkbook.Sheets("Лист9").Activate 
'Чтение исходных данных 
h = Worksheets("Лист9").Cells(4, 2).Value 
t0 = Worksheets("Лист9").Cells(4, 4).Value 
Y10 = Worksheets("Лист9").Cells(4, 6).Value 
Y20 = Worksheets("Лист9").Cells(5, 6).Value 
n = Worksheets("Лист9").Cells(5, 2).Value 
'Решение 
t(0) = t0 
Y1(0) = Y10 
Y2(0) = Y20 
Worksheets("Лист9").Cells(7, 1).Value = t(0) 
Worksheets("Лист9").Cells(7, 2).Value = Y1(0) 
Worksheets("Лист9").Cells(7, 3).Value = Y2(0) 
Worksheets("Лист9").Cells(6, 9).Value = Y1(0) 
Worksheets("Лист9").Cells(7, 9).Value = Y2(0) 
For i = 1 To n 
t(i) = t(i - 1) + h 
Y1(i) = Worksheets("Лист9").Cells(9, 9).Value 
Y2(i) = Worksheets("Лист9").Cells(10, 9).Value 
Worksheets("Лист9").Cells(6, 9).Value = Y1(i) 
Worksheets("Лист9").Cells(7, 9).Value = Y2(i) 
Worksheets("Лист9").Cells(7 + i, 1).Value = t(i) 
Worksheets("Лист9").Cells(7 + i, 2).Value = Y1(i) 
Worksheets("Лист9").Cells(7 + i, 3).Value = Y2(i) 
Next i 
End Sub 
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Рис. 1.17. Решение жесткой системы обыкновенных дифференциальных уравнений  
методом Эйлера 
Нажмем на кнопку Выполнить макрос левой клавишей мыши. В таблице 
появится решение (рис 1.17). Для сравнения в колонках D7:D37 и E7:E37 при-
ведено точное решение. Как следует из представленных данных, метод позво-
ляет решить жесткую систему дифференциальных уравнений с удовлетвори-
тельной точностью.  
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Рассмотренный метод Эйлера является одним из самых простых и огра-
ничен по точности. Для повышения точности решения можно применять неяв-
ные методы более высоких порядков. При решении жестких систем, чтобы из-
бежать ошибок, не следует решать систему сразу на большом интервале. Лучше 
интервал решения делить на небольшие участки и интегрировать на каждом из 
них. В настоящее время разработаны специальные алгоритмы решения систем 
жестких дифференциальных уравнений, например, метод Булирша – Штера, 
метод Розенброка. Неявные методы требуют нахождения корней на каждом 
шаге. Однако рассмотрение данных методов не входит в задачи настоящего по-
собия. Они реализованы в специальных пакетах MathCAD, MATLAB, Maple и 
др. Познакомиться с данными методами можно в литературе по этим пакетам 
либо в учебниках по вычислительной математике.  
1.6. Решение экстремальных задач 
Существуют различные методы решения экстремальных задач. При ре-
шении таких задач возникают проблемы в тех случаях, когда поверхности 
уровня функции f(x1,x2,...,xn ) сильно вытянуты. Этот факт известен в литературе 
как эффект оврагов. Для проверки эффективности различных методов приме-
няют овражные функции. Примером таких функций могут служить функции 
Брукса и Розенброка, которые имеют соответственно следующий вид: 
])xx(,x[expx)x,x(fB
2
21
2
1
2
121 25201  , 
 2121221 1100 x]-xx[)x,x(f 22R  . 
Если выбранный метод быстро находит минимум этих функций, то это 
достаточно эффективный метод. В Excel имеется эффективный встроенный ме-
тод Поиск решения. Рассмотрим пример минимизации вышеприведенных 
функций этим методом. 
Пример 1.6.1. Решение задачи минимизации функции встроенным мето-
дом Поиск решения. Функция Брукса. 
Функцию Брукса часто используют для тестирования методов решения 
экстремальных задач. Найдем минимум функции  
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Эта функция имеет минимум (fmin = –1) в точке (1;1).  
В качестве стартовой точки выберем точку с координатами (0,1; 0,1). В 
ячейки A4,B4 вводим координаты начальной точки (0,1; 0,1). В ячейки A6,B6 
также вводим начальные значения 0,1 и 0,1. В ячейку C6 вводим функцию 
f(x1,x2), формула которой имеет вид 
=-(A6^2*EXP(1-A6^2-20.25*(A6-B6)^2)). 
 
Рис. 1.18. Решение задачи минимизации функции  
встроенным методом Поиск решения 
Из меню Данные вызовем пункт Поиск решения. На экране появится диа-
логовое окно. В окне Установить целевую ячейку необходимо ввести абсолют-
ный адрес $C$6. В меню Равной установить метку напротив пункта Минималь-
ное значение. В пункте меню Изменяя ячейки ввести адреса ячеек с неизвест-
ными $A$6;$B$6, после чего нажать клавишу Выполнить. В таблице появится 
решение (рис. 1.18). 
Пример 1.6.2. Решение задачи минимизации функции встроенным мето-
дом Поиск решения. Функция Розенброка. 
Найдем минимум функции Розенброка 
 2121221 1100 x]xx[)x,x(f 22R  . 
Эта функция имеет минимум (fmin = 0) в точке (1; 1).  
В качестве стартовой точки выберем достаточно удаленную точку с ко-
ординатами (2;–2). В ячейки A4,B4 вводим координаты начальной точки (2;–2). 
В ячейки A6,B6 также вводим начальные значения 2 и –2. В ячейку C6 вводим 
функцию f(x1,x2), формула которой имеет вид 
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=100*(B6-A6^2)^2+(1-A6)^2. 
Из меню Данные вызовем пункт Поиск решения. На экране появится диа-
логовое окно. В окне Установить целевую ячейку необходимо ввести абсолют-
ный адрес $C$6. В меню Равной установить метку напротив пункта Минималь-
ное значение. В пункте меню Изменяя ячейки ввести адреса ячеек с неизвест-
ными $A$6;$B$6, после чего нажать клавишу Выполнить. В таблице появится 
решение (рис. 1.19). 
 
Рис. 1.19. Решение задачи минимизации функции Розенброка  
встроенным методом Поиск решения 
Таким образом, встроенный метод способен решать задачи минимизации 
овражных функций. Метод Поиск решения можно настраивать в диалоговом 
режиме, выбрав пункт Параметры. Настройка позволяет менять точность ре-
шения, вводя значение в пункте меню Относительная погрешность. Кроме 
этого, установив флажок напротив пункта Показывать результаты итераций, 
можно проследить по шагам траекторию поиска минимума. В диалоговом меню 
Параметры поиска решения имеется также три пункта: Оценка, Производные, 
Метод. 
Параметр Оценка имеет два значения – линейная и квадратичная. Пара-
метр Производные имеет два значения – прямые и центральные. Пункт Метод 
имеет два значения – Ньютона и Сопряженных градиентов. Выбирая соответ-
ствующие пункты и параметры, можно оптимизировать процесс решения кон-
кретной задачи. Excel также позволяет строить графики функций двух пере-
менных. Покажем это на примере рассмотренных выше функций Брукса и Ро-
зенброка. 
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Пример 1.6.3. Построение трехмерного графика функции Брукса. 
В столбец, содержащий ячейки A2:A12, введем значение независимой 
переменной x1, начиная со значения –1,0, с шагом 0,2 до значения 1,0. В строку, 
содержащую ячейки B1:L1, введем значение независимой переменной x2, начи-
ная со значения –1,0, с шагом 0,2 до значения 1,0. В ячейку B2 для вычисления 
функции Брукса введем формулу  
=-$A2*$A2*EXP(1-$A2^2-20,25*($A2-B$1)^2). 
Распространим формулу копированием на все ячейки строки B2:L2. Ско-
пируем строку B2:L2 и распространим ее вниз, копируя до строки B12:L12. По-
лучим таблицу, приведенную на рис. 1.20. 
 
Рис. 1.20. Расчет данных для построения трехмерного графика функции Брукса 
Выделим полученную таблицу и построим диаграмму типа Поверхность 
по выделенной области ячеек A1:L12. Отредактируем появившийся график, 
подберем необходимый масштаб и вид (рис. 1.21).  
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Рис. 1.21. Построение трехмерного графика функции Брукса 
Пример 1.6.4. Построение трехмерного графика функции Розенброка. 
В столбец, содержащий ячейки A2:A17, введем значения независимой 
переменной x1, начиная со значения 0,0, с шагом 0,1 до значения 1,5. В строку, 
содержащую ячейки B1:Q1, введем значения независимой переменной x2, начи-
ная со значения 0,0, с шагом 0,1 до значения 1,5. В ячейку B2 для вычисления 
функции введем формулу =100*(B$1-$A2^2)^2+(1-$A2)^2. Распространим 
формулу копированием на все ячейки строки B2:Q2. Скопируем строку B2:Q2 и 
распространим ее вниз, копируя до строки B17:Q17. Получим таблицу, приве-
денную на рис. 1.22. Выделим полученную таблицу и построим диаграмму типа 
Поверхность по выделенной области ячеек A1:Q17. Отредактируем появив-
шийся график, подберем необходимый масштаб и вид (рис. 1.23). 
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Рис. 1.22. Листинг расчета данных для построения трехмерного графика функции Розенброка 
 
Рис. 1.23. Построение трехмерного графика функции Розенброка 
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2. ОБРАБОТКА ЭКСПЕРИМЕТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 
Во многих инженерных задачах приходится оперировать массивами экс-
периментальных данных. Часто возникает задача определения закономерности 
по экспериментальным данным, которые получены с некоторой погрешностью. 
Таким образом, чтобы извлечь максимально достоверную информацию, необ-
ходимо обработать экспериментальные данные. При этом чаще всего решаются 
следующие задачи: сглаживание экспериментальных данных; статистическа 
обработка экспериментальных данных; подбор аппроксимаций. 
2.1. Сглаживание экспериментальных данных 
Рассмотрим экспериментальные данные, полученные при измерении сиг-
нала. Например, на рис. 2.1 приведен фрагмент фотоседиментограммы зависи-
мости тока yi=Ii от времени.  
 
Рис. 2.1. Фрагмент фотоседиментограммы 
Временной ряд {yi} содержит две компоненты: тренд {fi} и статистиче-
скую ошибку {φi}. 
 iii fy  . (2.1) 
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Здесь fi = f(i) ‒ некоторая функция номера отсчета i, соответствующего 
моменту времени проведения измерения ti. Например, при расчете грануломет-
рического состава порошков необходимо обработать фотоседиментограмму, 
т. е. снять значения фототока в определенные моменты времени. Таким обра-
зом, задача в общем случае сводится к получению последовательности оценок 
{xi}, которая была бы ближе в определенном смысле к последовательности {fi}. 
В ряде приложений эта задача называется фильтрацией временных рядов. Ее 
решение методом взвешенного скользящего среднего формирует оценки вида 
 


m
j
jmpiji ybx
1
, (2.2) 
где m ‒ размер скользящего окна (длина импульсной характеристики); bj ‒ не-
которые коэффициенты, которые выбираются из условия минимизации квадра-
тов невязок 
   minyxQ
n
i
ii  
1
2 . (2.3) 
При p = 0 решается задача собственно фильтрации ‒ получения оценки 
текущего значения тренда по текущему и (m–1) предыдущим значениям вре-
менного ряда. При p > 0 решается задача сглаживания, или интерполяции ‒ 
формирование оценки тренда в прошлый момент времени. При p < 0 решается 
задача статистической экстраполяции, или прогнозирования временного ряда 
на │p│ отчетов вперед.  
Решить поставленную задачу можно, используя различные методы сгла-
живания экспериментальных данных. В Microsoft Excel имеется специальный 
встроенный метод Cкользящее среднее.  
Пример 2.1.1. Сглаживание экспериментальных данных методом Cколь-
зящее среднее. 
Рассмотрим сглаживание экспериментальных данных с фотоседименто-
граммы. В первую строку рабочего листа в ячейки B1:V1 введем время. Данные 
необходимо взять с рис. 2.2. Во вторую строку в ячейки B2:V2 введем фактиче-
ские значения фототока I, мА. Эти данные также необходимо взять с рис. 2.2. В 
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ячейку F3 введем формулу =СРЗНАЧ(B2:F2). Распространим формулу вправо 
до ячейки V3. Таким образом, в ячейках F3:V3 получим сглаженное значение xi 
(рис. 2.2). Построим графики фактических и сглаженных значений фототока. В 
качестве рядов выбираются исходные данные ячейки B2:U2 и сглаженные дан-
ные ячейки F3:U3. Выделим сначала ряд B2:U2, построим график, а затем доба-
вим ряд F3:U3. После форматирования получим график (рис. 2.2), который 
наглядно показывает процесс сглаживания. 
 
Рис. 2.2. Сглаживание экспериментальных данных с помощью метода  
Пример 2.1.2. Сглаживание экспериментальных данных с помощью мно-
гочлена первой степени по пяти равноотстоящим точкам. 
Ниже приводятся формулы (2.4) для определения сглаженных значений xi 
по пяти равноотстоящим точкам при использовании многочлена первой степе-
ни. Используя эти формулы, проведем сглаживание экспериментальных дан-
ных. В ячейки B1:V1 введем время. В ячейки B2:V2 введем фактические значе-
ния фототока I, мА. В ячейки В3, C3, D3 введем соответственно формулы для 
вычисления x1, x2, xi,:  
=(3*B2+2*C2+D2-E2)/5; 
=(4*B2+3*C2+2*D2+E2)/10; 
=(B2+C2+D2+E2+F2)/5. 
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Распространим последнюю формулу вправо до столбца S. В ячейки T3, 
U3 введем соответственно формулы 
=(R2+2*S2+3*T2+4*U2)/10; =(-Q2+S2+2*T2+3*U2)/5. 
 
Рис. 2.3. Сглаживание экспериментальных данных с помощью многочлена первой степени 
по пяти равноотстоящим точкам 
Таким образом, в строке 3 получим сглаженные значения xi по приведен-
ным формулам. Построим графики фактических и сглаженных значений фото-
тока (рис. 2.3).  
Пример 2.1.3. Сглаживание экспериментальных данных с помощью мно-
гочлена третьей степени по пяти равноотстоящим точкам. Сглаживание прово-
дят по формулам 
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Данные формулы применяют для определения сглаженных значений xi по 
пяти равноотстоящим точкам при использовании многочлена третьей степени. 
Используя эти уравнения, проведем сглаживание экспериментальных данных. 
В первую строку, в ячейки B1:V1, введем время. В ячейки B2:V2 введем факти-
ческие значения фототока I, мА. Будем использовать исходные данные из 
предыдущего примера. В ячейки В3, C3, D3 введем соответственно формулы 
для вычисления x1, x2, xi: 
=B2-(B2-4*C2+6*D2-4*E2+F2)/70; 
=C2+(B2-4*C2+6*D2-4*E2+F2)*2/35; 
=D2-(B2-4*C2+6*D2-4*E2+F2)*3/35. 
Распространим последнюю формулу вправо до столбца S. В ячейки T3, 
U3 введем соответственно формулы 
=T2+(Q2-4*R2+6*S2-4*T2+U2)*2/35, 
=U2-(Q2-4*R2+6*S2-4*T2+U2)/70. 
Таким образом, в строке 3 получим сглаженные значения xi по приведен-
ным формулам. Аналогично построим графики фактических и сглаженных зна-
чений фототока (рис. 2.4).  
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Рис. 2.4. Сглаживание экспериментальных данных с помощью многочлена третьей степени 
по пяти равноотстоящим точкам 
Пример 2.1.4. Экспоненциальное сглаживание данных. 
Рассмотренные выше методы малоэффективны в случае, когда экспери-
ментальные данные имеют внезапные выпады, аномалии или так называемые 
«промахи», вызванные сбоями или импульсными помехами (рис. 2.1). В таких 
случаях применяют другие методы, например, экспоненциальное сглаживание.  
Экспоненциальное сглаживание по рекомендации, содержащейся в 
справке, «предназначается для предсказания значения на основе прогноза для 
предыдущего периода, скорректированного с учетом погрешностей в этом про-
гнозе. Прогноз использует константу сглаживания (A), по величине которой 
определяет, насколько сильно влияют погрешности на прогнозы в предыдущем 
прогнозе. Для константы сглаживания наиболее подходящими являются значе-
ния от 0,2 до 0,3. Эти значения показывают, что ошибка текущего прогноза 
установлена на уровне от 20 до 30 процентов ошибки предыдущего прогноза. 
Более высокие значения константы ускоряют отклик, но могут привести к не-
предсказуемым выбросам. Низкие значения константы могут привести к сдвигу 
аргумента для предсказанных значений». 
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Вычисление проводится по формуле 
 n,...,,,i,A)t-(1Axx ii1i 210 . (2.6) 
Приведенные в справке рекомендации по выбору константы сглаживания 
А = 0,3 не позволяют сгладить промахи. Для сглаживания импульсных помех 
целесообразно принять константу сглаживания A = 0,95. На рис. 2.5, 2.6 приве-
дены графики экспериментальных и сглаженных данных при А = 0,5 и А = 0,95.  
Продемонстрируем работу экспоненциального сглаживания на примере 
сглаживания сигнала, содержащего импульсную помеху. 
В столбец А, в ячейки А2:А200, введем текущее время ti с интервалом 1 с. 
В столбец В, ячейки В2:В200, введем значение сигнала (фототока), содержаще-
го импульсную помеху. Поскольку значений массива много, читатель может 
сам сгенерировать массив, задав, например, линейный тренд и случайный шум. 
Для имитации импульсной помехи необходимо будет поменять какое-нибудь 
значение фототока. Далее, для контроля генерации фототока построить график 
исходного сигнала и затем провести процедуру сглаживания. Для этого в ячей-
ку В1 введем значение параметра А = 0,95, в ячейку С1 введем формулу =1-В1. 
В ячейку С2 введем стартовое значение сигнала =В2. В ячейку С3 введем 
формулу для вычисления сглаженного сигнала =C2*$B$1+B2*$C$1. Распро-
страним данную формулу в столбце С на ячейки С3:С200. Таким образом, в 
данных ячейках мы получим значения сглаженного сигнала. Построим график 
исходного и сглаженного сигнала (рис. 2.5). 
Для иллюстрации влияния коэффициента А поменяем его значение на 
А = 0,5. Для этого в ячейке В1 поменяем значение, наберем =0,5. В результате 
значение сглаженного сигнала поменяется (рис. 2.6). Как видим, данное значе-
ние значительно слабее сглаживает случайный выброс. Графики на рис. 2.5, 2.6 
наглядно показывают влияние параметра затухания на результат сглаживания 
данных. В данном примере мы сами набирали формулы для экспоненциального 
сглаживания. Excel имеет встроенную функцию экспоненциального сглажива-
ния. Ее можно к массиву данных применить, используя пункты меню Данные, 
Анализ данных, вызовом метода Экспоненциальное сглаживание.  
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Рис. 2.5. Экспоненциальное сглаживание. А = 0,95 
 
Рис. 2.6. Экспоненциальное сглаживание. А = 0,5 
Графики на рис. 2.5, 2.6 показывают влияние параметра А на процесс экс-
поненциального сглаживания. 
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2.2. Статистическая обработка экспериментальных данных 
Электронная таблица Microsoft Excel позволяет осуществить статистиче-
ский анализ данных с помощью как статистических функций, так и пакета Ана-
лиз данных. 
Рассмотрим некоторые примеры, иллюстрирующие возможности пакета, 
который вызывается из меню Данные. Метод Описательная статистика поз-
воляет определить такие характеристики результатов наблюдения, как среднее 
значение, отклонение от среднего, моду, медиану, степень надежности, а также 
другие параметры. 
Описательная статистика 
Пример 2.2.1. Обработка экспериментальных данных с методом Описа-
тельная статистика. 
В ячейки A3:A20 введем наблюдаемую величину сигнала. Через меню, 
последовательно выбирая пункты Данные, Анализ данных, Описательная ста-
тистика, вызовем диалоговое меню. Введем запрашиваемые параметры: вход-
ной интервал $A$3:$A$20; выходной интервал $B$2. Отметим пункты Метки в 
первой строке, Итоговая статистика, Уровень надежности (по умолчанию 
установлено значение 95 %), К-тый наименьший, К-тый наибольший, нажмем 
кнопку OK. На экране появится результат, содержащий все основные статисти-
ческие параметры, характеризующие набор экспериментальных данных 
(рис. 2.7). 
Отметим, что если пользователя интересует только один или несколько 
параметров, то для их вычисления можно воспользоваться конкретной стати-
стической функцией через пункты меню Вставка, Функция.  
В пакет Анализ встроены два метода: Однофакторный дисперсионный 
анализ и Двухфакторный дисперсионный анализ. Метод Однофакторный дис-
персионный анализ позволяет проверить гипотезу о том, что средние для не-
скольких выборок одинаковы. Рассмотрим пример. 
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Рис. 2.7. Обработка экспериментальных данных  
с помощью метода описательной статистики 
Пример 2.2.2. Дисперсионный анализ. 
На рис. 2.8 приведены исходные данные ‒ результаты параллельных опы-
тов по измерению гранулометрического состава на фотоседиментографе. В 
столбце А, в ячейках A2:A12, приведены размеры узких классов крупности ча-
стиц. В столбцах B, C, D, E, F содержатся результаты пяти параллельных опы-
тов в виде частных остатков узких классов крупности. Значение в любой ячейке 
столбца, например B6=16,7, соответствует процентному содержанию соответ-
ствующего класса крупности X = 40 мкм. Таким образом, каждый столбец ха-
рактеризует распределение по размерам частиц. 
Через меню, последовательно выбирая пункты Данные, Анализ данных, 
Однофакторный дисперсионный анализ, вызовем диалоговое меню. Введем 
входной интервал $A$2:$F$12, затем в пункте Группирование установим метку 
против По строкам, флаг Метки в первой строке, параметр Альфа установим 
равным 0,05, в пункте Параметры вывода установим метку против пункта Но-
вый рабочий лист.  
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Рис. 2.8. Исходные данные для дисперсионного анализа 
После этого нажмем кнопку OK. На новом листе появятся итоги одно-
факторного дисперсионного анализа данных (рис. 2.9).  
В столбце A2:A12 размеры узких классов крупности частиц ‒ это группы, 
по которым осуществляется анализ. В столбцах B2:B12, C2:C12, D2:D12, 
E2:E12, F2:F12 располагаются соответственно пункты меню: 
Счет ‒ в нашем случае объем группы выборки, количество параллельных 
опытов. 
Сумма ‒ суммы значений выборки. 
Среднее ‒ среднее значение данных в каждой группе, среднее содержание 
частиц узких классов крупности. 
Дисперсия ‒ дисперсия, или разброс данных внутри группы. 
Пример 2.2.3. Расчет коэффициентов корреляции. 
Выясним, как данные из рассмотренного примера ‒ параллельные опыты 
(рис. 2.8) ‒ коррелируются между собой.  
Найдем коэффициенты корреляции. Через меню, последовательно выби-
рая пункты Данные, Анализ данных, Корреляция, вызовем диалоговое меню.  
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Рис. 2.9. Результаты однофакторного дисперсионного анализа 
Введем входной интервал $A$2:$F$12, затем в пункте Группирование 
установим метку против По столбцам, установим флаг Метки в первой строке, 
в пункте Параметры вывода установим метку Новый рабочий лист. После это-
го нажмем кнопку OK. На новом листе появятся итоги расчета коэффициентов 
корреляции (рис. 2.10). 
 
Рис. 2.10. Расчет коэффициентов корреляции 
Коэффициенты корреляции близки к единице, что говорит о хорошем 
совпадении результатов. 
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2.3. Подбор аппроксимаций 
Одна из распространенных задач, которую приходится решать при обра-
ботке экспериментальных данных, – подбор аппроксимации, т. е. аналитическо-
го выражения функции, наиболее близко приближающегося к эксперименталь-
ным данным. Обычно экспериментальные данные заданы в виде таблицы зна-
чений YЭi(xi). Задав вид функции F(x,a,b,c,...), необходимо подобрать параметры 
a,b,c,... таким образом, чтобы сумма квадратов невязок была минимальной. 
    min,..)c,b,a,x(FxYn
i
iii
э
i 

2
1
. (2.7) 
В простейшем случае функция может иметь линейный вид или полином, 
число параметров ‒ один или два. Заметим, что в качестве критерия поиска па-
раметров может быть выбрана другая норма, например сумма модулей невязок 
   min,..)c,b,a,x(FxY
n
i
iii
э
i 
1
. (2.8) 
Электронные таблицы имеют встроенные методы, позволяющие аппрок-
симировать экспериментальные данные при построении графиков. Рассмотрим 
пример. 
Пример 2.3.1. Аппроксимация экспериментальных данных с помощью 
тренда. 
На рис. 2.11 приведены исходные данные. Построим график эксперимен-
тальных данных. Выделим область ячеек A1:H2. Из меню Мастер диаграмм 
выберем тип диаграммы Точечная и, отмечая соответствующие пункты диало-
гового меню, построим график зависимости Y(x).  
 
Рис. 2.11. Исходные данные для аппроксимации с помощью тренда 
Выделим точки построенного ряда и с помощью нажатия левой клавиши 
мыши вызовем диалоговое меню. Выберем пункт Линии тренда, затем выберем 
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тип Линейная. В пункте меню Параметры поставим метки напротив пунктов 
Показывать уравнение на диаграмме и Поместить на диаграмму величину до-
стоверности аппроксимации (R^2). Затем нажмем кнопку OK. Появится линия 
линейного тренда и уравнение аппроксимации (рис. 2.12). 
Снова выделим точки построенного ряда и вызовем диалоговое меню. 
Выберем пункт Линии тренда, затем выберем тип Полиномиальная. Степень 
полинома выберем 2. В пункте меню Параметры поставим метки напротив 
пунктов Показывать уравнение на диаграмме и Поместить на диаграмму ве-
личину достоверности аппроксимации (R^2). Затем нажмем кнопку OK. По-
явится линия полиномиального тренда и уравнение аппроксимации (рис. 2.12). 
 
Рис. 2.12. Аппроксимация экспериментальных данных с помощью тренда 
Таким образом, описанный способ позволяет подобрать аппроксимации 
из следующих типов: 
линейная вида y = ax+b; 
полиномиальная вида y = a0+a1x+a2x
2+a3x
3+...; 
степенная вида y = axb; 
логарифмическая вида y = aln(x)+b; 
экспоненциальная вида y = aebx; 
скользящее среднее, вычисление которого производится по формуле  
y = 0.6231x + 0.4505
R2 = 0.9678
y = -0.0584x2 + 0.9782x + 0.1393
R2 = 0.992
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4.5
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Y Y Линейный (Y) Полиномиальный (Y)
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,  (2.9) 
где m – параметр осреднения; nm 2 . 
В более сложных случаях при аппроксимации можно использовать метод 
Поиск решения. Рассмотрим пример. 
Пример 2.3.2. Аппроксимация экспериментальных данных с помощью 
метода Поиск решения. 
На рис. 2.13 приведены исходные данные ‒ зависимости степени фракци-
онного извлечения частиц узких классов крупности в мелкий продукт Fм
э
i(xi). 
Необходимо подобрать двухпараметрическую аппроксимацию эксперимен-
тальных данных функцией вида 
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x
)x(F
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, (2.10) 
где x50 ‒ граница разделения, мкм; p ‒ параметр эффективности разделения.  
Задача формулируется следующим образом. Необходимо найти два пара-
метра x50, p, доставляющие минимум целевой функции 
   min)x(F)x(Fn
i
iiii
э
м 
1
2
, (2.11) 
где n ‒ число классов (экспериментальных точек). Из физического смысла па-
раметров x50, p на них наложены ограничения 
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В качестве целевой функции мы выбрали сумму квадратов отклонений 
экспериментальных и теоретических значений функции фракционного разделе-
ния. Так как целевая функция нелинейная, то задача относится к классу задач 
нелинейного программирования. Ее можно решить, используя встроенный ме-
тод Поиск решения. 
В ячейки A12, B12 введем стартовые значения искомых параметров. В 
ячейке C2 наберем формулу для вычисления значения Fi(xi). Формула имеет 
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вид =100/(1+(A2/$A$12)^$B$12). Распространим формулу на весь столбец до 
ячейки C9. В ячейку D2 введем формулу =(B2-C2)^2 для вычисления квадратов 
разности экспериментальных и расчетных значений. Распространим формулу 
на весь столбец до ячейки D9. В ячейку D10 введем формулу для суммирования 
квадратов разности =СУММ(D2:D9). 
Через пункты меню Данные вызовем диалоговое меню метода Поиск ре-
шения. Установим целевую ячейку $D$10. Метку поставим напротив пункта 
Минимальное значение. В окне Изменяя ячейки установим $A$12;$B$12. В окне 
Ограничения введем условия: $A$12>0; $B$12>0. Нажмем на кнопку Выпол-
нить. После выполнения в ячейках $A$12;$B$12 появятся значения найденных 
параметров, а в ячейке $D$10 значение целевой функции (рис. 2.13). 
 
Рис. 2.13. Аппроксимация экспериментальных данных  
с помощью метода Поиск решения 
Для наглядности построим графики исходных экспериментальных дан-
ных и аппроксимирующей функции (рис. 2.14). В заключение заметим, что ме-
тод Поиск решения ищет локальный минимум, поэтому важен правильный вы-
бор стартовой точки. Инженеру в этом плане помогает физический смысл зада-
чи и знание области решения.  
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Рис. 2.14. Аппроксимация экспериментальных данных  
с помощью метода Поиск решения 
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3. ХАРАКТЕРИСТИКИ ДИСПЕРСНЫХ МАТЕРИАЛОВ 
3.1. Размеры и форма твердых частиц 
На рис. 3.1 приведены три частицы, имеющие одинаковую массу. Как за-
дать размер частицы одним числом? Это возможно сделать только для шарооб-
разной частицы. В других случаях придется вычислять эквивалентный диаметр 
либо по массе, либо по поверхности, либо по скорости осаждения, либо еще ка-
ким-то способом. 
 
Рис. 3.1. Частицы с одинаковой массой 
Если форма частицы отличается от шарообразной, то ее можно характе-
ризовать эквивалентным диаметром dэ, который равен диаметру сферы, имею-
щей такой же объем. 
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dэ , (3.1) 
где dэ – эквивалентный диаметр, определенный по объему частицы, м; V – объ-
ем частицы, м3. 
По эквивалентному диаметру можно найти поверхность эквивалентной 
сферы 
 
3
2
2 6






V
dS ээ . (3.2) 
Иногда под эквивалентным диаметром dэ΄ понимают диаметр шара, по-
верхность которого равна поверхности частицы нешарообразной формы: 
300 
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

S
dэ , (3.3) 
где dэ΄ – эквивалентный диаметр, определенный по поверхности частицы, м; S – 
площадь поверхности частицы, м2. 
Существуют разные коэффициенты, учитывающие форму частицы. 
Например, коэффициент формы f, равный отношению поверхности частицы к 
поверхности эквивалентного шара. 
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Обратную величину называют фактором формы φs. 
 
fs
1
 . (3.5) 
Из приведенных соотношений следует, что f > 1, φ s< 1, для сферы f = φs. 
А.Г. Касаткин [30] рекомендует применять для округлых частиц φs = 0,77, 
для частиц угловатой формы φs = 0.66, для пластинчатых частиц φs = 0,43. 
Для гидродинамических расчетов целесообразнее применять другие ко-
эффициенты формы. Например, Н.А. Фукс [76] использует динамический ко-
эффициент формы ψ: 
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э
d
d
 , (3.6) 
где dэ – эквивалентный диаметр, определенный по объему частицы, м;  
dс – седиментационный диаметр (диаметр шара с той же плотностью и 
конечной скоростью осаждения, что и у частицы), м. 
Скорость осаждения vos берется в соответствии с законом Стокса: 
 g
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18
1
, (3.7) 
где ρt – плотность частицы, кг/м
3; 
ρ – плотность среды, кг/м3; 
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η – коэффициент динамической вязкости, Па∙с; 
g – ускорение свободного падения, м/с2. 
В то же время надо заметить, что режим обтекания частиц в процессе 
пневмотранспорта часто может быть в квадратичной области, т. е. вне закона 
Стокса. Есть попытки решить эту проблему. Так, А.П. Баскаков в работе [59] 
приводит связь геометрического коэффициента формы с динамическим в зави-
симости от числа Рейнольдса для частицы: 
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Существуют разные способы для определения среднего размера частиц 
полидисперсного материала. Рассмотрим наиболее часто используемые методы. 
Средневзвешенный размер частиц определяется по зависимости 
 срi
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, (3.9) 
где i – номер класса; xсрi – средний размер узких классов крупности, мкм; ri – 
частные остатки узких классов крупности, %; n – число классов крупности по-
лидисперсного материала. 
Средний размер узких классов крупности определяют как среднеарифме-
тическое значение 
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где xi, xi-1 – средний размер узких классов. 
Среднегармонический размер частиц определяется по зависимости 
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Среднеквадратичный размер частиц определяется по зависимости 
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Среднекубический размер частиц определяется по зависимости 
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Рассмотрим на конкретном примере определение среднего размера ча-
стиц полидисперсного материала. 
Пример 3.1. Расчет среднего размера частиц по данным ситового анализа. 
Необходимо рассчитать гранулометрический состав и средние размеры 
частиц по данным ситового анализа. Для ситового анализа берут навеску мате-
риала G11 = 100 г, рассеивают на наборе сит, затем взвешивают суммарные мас-
совые остатки Gi на сетках и рассчитывают частные ri и полные остатки Ri. 
На рабочем листе в ячейки A3:A13 введем номера i классов (рис. 3.2). В 
ячейки В3:В13 введем размер ячеек сит (классов крупности).  
В ячейке С4 введем формулу =(B3+B4)/2 для вычисления среднего раз-
мера узких классов крупности по зависимости (3.10). Распространим формулу 
до ячейки С13. 
В ячейке С3 введем значение среднего размера узкого класса крупности 
на первой сетке 1300 (поскольку следующее после 1000 по стандартному ряду 
сито имеет размер ячеек 1600 мкм). 
В ячейки D3:D12 введем суммарные массовые остатки Gi на соответ-
ствующих сетках. В ячейку D13 введем массу навески материала G11 = 100 г.  
В ячейку Е3 введем формулу =D3/$D$13*100 для вычисления полных 
остатков на сетке по зависимости 
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Распространим формулу до ячейки Е13. 
В ячейках F3:F13 вычислим частные остатки по зависимости 
 
.Rr
,RRr iii
11
111

   (3.15) 
Для этого в ячейку F3 введем формулу =E3. В ячейку F4 введем формулу 
=E4-E3 и распространим ее до ячейки F13. 
В ячейках F3:F13 вычислим частные остатки по зависимости 
 ii RD 100 . (3.16) 
Для этого в ячейку G3 введем формулу =100-E3 и распространим ее до 
ячейки G13. 
Таким образом, мы получили гранулометрический состав продукта в виде 
частных и полных остатков и полных проходов по данным ситового анализа 
(рис. 3.2). 
 
Рис. 3.2. Расчет среднего размера частиц по данным ситового анализа 
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Теперь вычислим средние размеры частиц заданного полидисперсного 
материала по различным методикам. 
В ячейку А16 для вычисления средневзвешенного размера частиц по за-
висимости (3.9) введем формулу 
=1/100*СУММПРОИЗВ(F3:F13;C3:C13). 
В ячейку В16 для вычисления среднегармонического размера частиц по 
зависимости (3.11) введем формулу 
=100/СУММПРОИЗВ(F3:F13;1/C3:C13). 
В ячейку С16 для вычисления среднеквадратичного размера частиц по за-
висимости (3.12) введем формулу 
=(СУММПРОИЗВ(F3:F13;C3:C13^2/100))^0,5. 
В ячейку D16 для вычисления среднекубического размера частиц по за-
висимости (3.13) введем формулу 
=(СУММПРОИЗВ(F3:F13;C3:C13^3/100))^(1/3). 
Получим результат вычислений (рис. 3.2). 
3.2. Гранулометрический состав. Функции распределения 
Использование таблиц для описания гранулометрического состава (как в 
рассмотренном выше примере) не всегда удобно и часто не дает полной карти-
ны распределения частиц по размерам. В связи с этим возникает необходимость 
знать аналитическую зависимость для описания дисперсного состава материа-
ла, т. е. функцию распределения частиц по размерам. Знание такого аналитиче-
ского выражения позволяет, например, экстраполировать данные грануломет-
рического состава по всему диапазону крупности (в область мелких или круп-
ных классов) или определять основные характеристики гранулометрического 
состава полидисперсного материала, такие как средний размер частиц x50, дис-
персия распределения, медиана распределения, мода распределения, вычислить 
удельную поверхность частиц и др. 
Существует большое количество работ, в которых предлагаются всевоз-
можные функции для описания интегрального распределения частиц по разме-
рам. В качестве примеров можно привести работы [3, 7, 87, 88, 14], в которых 
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содержится подробный анализ различных функций распределения. Для этого 
чаще всего используются функции распределения Розина – Рамлера, Плитта, 
нормально-логарифмический закон и др. Вопросам аппроксимации функций 
распределения посвящено большое количество работ. В качестве примера мож-
но привести монографию П.А. Коузова [38], где анализируется достаточное ко-
личество различных функций.  
Интегральные гранулометрические характеристики сыпучих материалов 
представляются двумя функциями, которые имеют зеркально-симметричный 
графический вид: 
1. D – кривая полных проходов. Зависимость D(x), характеризующая мас-
совую долю частиц, размером меньше х. D(x) изменяется от 0 до 1 (или от 0 до 
100 % в процентном исчислении) при изменении х от 0 до xmax (xmax – макси-
мальный размер частиц). Связь с плотностью распределения выражается зави-
симостью 
  )x(D
dx
d
)x(f  . (3.17) 
2. R – кривая полных остатков. Зависимость R(x), характеризующая мас-
совую долю частиц, размером больше х, R(x) изменяется от 1 до 0 при измене-
нии х от 0 до xmax. Связь с плотностью распределения выражается зависимостью  
  )x(D
dx
d
)x(f  . (3.18) 
Из физического смысла интегральных функций следует вполне очевидная 
связь между ними: 
 1 )x(R)x(D . (3.19) 
Из последнего соотношения следует, что D(x50) = R(x50)= 0,5, где x50 – ме-
диана распределения. 
Для всех аналитических функций (аппроксимаций), описывающих грану-
лометрический состав дисперсных материалов, существуют определенные тре-
бования, а именно граничные условия, которые следуют из определения зави-
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симостей D(x) и R(x) и физического смысла некоторых вспомогательных инте-
гральных характеристик (например, удельная поверхность порошка). 
Почти все широко используемые функции распределения являются ин-
финитными и определены на интервале изменения размеров частиц х от нуля до 
бесконечности. Это противоречит физическому смыслу, так как размер твердых 
частиц порошка не может быть, с одной стороны, больше некоторого макси-
мального размера, а с другой – меньше некоторого предельного минимального 
размера. Применение такого распределения, например, для описания подре-
шетного продукта грохочения может привести к существенным ошибкам. Так, 
все асимптотические распределения предсказывают наличие частиц крупнее, 
чем сито грохота, причем ошибка может быть существенной. С другой сторо-
ны, почти все известные и распространенные распределения можно при необ-
ходимости адаптировать и привести к финитным. Рассмотрим классификацию 
распределений и способы их приведения к финитным. 
Для интегральных функций имеем одноименные аппроксимации. При 
этом если xmax=+, то соответствующая аппроксимация зависимости D(x) или 
R(x) будет аппроксимацией I рода, или инфинитным распределением. В про-
тивном случае (xmax – фиксированная величина) мы имеем дело с аппроксима-
циями II рода, или финитным распределением, которые соответствуют реаль-
ным усеченным гранулометрическим составам сыпучих материалов. Следует 
отметить, что для аппроксимаций II рода xmax является не параметром иденти-
фикации, а фиксированным размером, определяющим условия реального усе-
чения.  
При необходимости можно ввести в рассмотрение аппроксимации 
III рода, отражающие в соответствии с данными микроскопического анализа 
факт отсутствия частиц размером менее xmin (при этом xma = ) и, соответствен-
но, аппроксимации IV рода, для которых справедливо xmin > 0, xmax< .  
Следует отметить, что аппроксимации III и IV рода решают как раз ту 
проблему, о которой П.А. Коузов [38] говорит, что ни одна из известных ап-
проксимаций (аналитических или эмпирических) не отражает тот факт, что 
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возникает нижний предел величины зерна, при котором измельчение прекра-
щается. Кроме того, в соответствии со стандартной методикой для проведения 
фотоседиментационного анализа пробу материала сначала просеивают через 
определенное сито, например сито 63 мкм. Таким образом, состав усечен и ча-
стицы распределены в интервале х от нуля до xmax, поэтому аппроксимировать 
результаты анализа любым инфинитным распределением в этом случае некор-
ректно. В данном случае мы имеем дело с аппроксимациями II рода, или фи-
нитным распределением.  
Таким образом, все виды аппроксимаций гранулометрического состава 
разделены на четыре группы. Аппроксимации I рода представляют собой ин-
финитные распределения на интервале размеров частиц 0 ≤ х < ∞. Аппроксима-
ции II рода представляют собой финитные распределения на интервале разме-
ров частиц 0 ≤ х < xmax. Аппроксимации III рода представляют собой финитные 
распределения на интервале размеров частиц xmin ≤ х < ∞. Аппроксимации IV 
рода представляют собой финитные распределения, ограниченные и сверху, и 
снизу и определенные на интервале размеров частиц xmin ≤ х < xmax. 
Граничными условиями для аппроксимаций I рода являются следующие 
соотношения: 
 0.=) +=R(x 1;=0)=R(x или 1,=) +=D(x 0;=0)=D(x  (3.20) 
 0.=) +=f(x 0;=0)=f(x  (3.21) 
Граничные условия для аппроксимаций II рода: 
 0.=)x=R(x 1; = 0)=R(x или 1,=)x=D(x 0;=0)=D(x mm  (3.22) 
 0.  )x=f(x 0;=0)=f(x m  (3.23) 
Приведем наиболее часто используемые инфинитные двухпараметриче-
ские функции распределения частиц по размерам Ri(xi) и их преобразование в 
финитные распределения. 
Функция Плитта 
 
 pi
ii
xx
)x(R
501
100

 , (3.24) 
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где параметры идентификации x50 – средний размер частиц, соответствующий 
R(x50) = 50 %, мкм; р – коэффициент, характеризующий крутизну кривой (дис-
персию распределения). 
Приведенная функция Розина–Рамлера 
  
p
i xxln
ii e)x(R 50
2100  . (3.25) 
Нормально-логарифмическая функция распределения 
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где 50x
x
lnt ii 
. 
Нормально-логарифмическое распределение можно описать через эле-
ментарные функции [60]. 
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В формуле (3.23) знак «+» берется при xi < x50, а знак «–» – при xi > x50. 
Рассмотрим процесс приведения инфинитного распределения к финитному 
распределению. 
Для того чтобы преобразовать данные распределения к финитным, для 
интервала х от нуля до xmax = xm необходимо провести нормировку к 100 %. Об-
щий подход в ведении нормирующего множителя D(xm, x50, P). Нормирующий 
множитель – это значение интегральной функции D(xi,x50, P) при xi = xm. Нор-
мировка функций D(x) и R(x) имеет следующий вид: 
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где xm – фиксированный заданный параметр, а x50, Р – параметры идентифика-
ции при минимизации целевой функции: 
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где RЭ(xi) – экспериментально определенные полные остатки i-го класса, %; n – 
число классов; Rf(xi, x50, P) – подбираемая финитная функция. 
После такого преобразования приведенные выше функции распределения 
станут финитными. 
Финитная функция Плитта 
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Приведенная финитная функция Розина – Рамлера 
 
   
  












p
m
p
m
p
i
xxln
xxlnxxln
i
e
ee
)P,x,x(Rf
50
5050
2
22
50
1
100 . (3.32) 
Аппроксимация финитной функции нормально-логарифмического рас-
пределения 
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Задача описания экспериментальных результатов анализа гранулометри-
ческого состава с помощью аналитических финитных распределений, напри-
мер, в случае эвклидовской нормы, имеет вид 
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где Rf(xi, x50, P) – подбираемая функция вида (3.31), либо (3.32), либо (3.33). 
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Данную задачу можно достаточно просто решать встроенным методом 
Поиск решения электронных таблиц Excel. Рассмотрим примеры сравнения фи-
нитных и инфинитных распределений.  
Пример 3.2. Аппроксимация гранулометрического состава финитными и 
инфинитными распределениями. 
Необходимо подобрать аппроксимации экспериментальных данных сито-
вого анализа гранулометрического состава кварцевого песка, полученного пу-
тем просева через сетку xm = 315 мкм. 
На рабочем листе в ячейки A3:A13 введем номера i классов (рис. 3.3). В 
ячейки В3:В13 введем размер ячеек сит (классов крупности). В ячейки С3:С13 
введем экспериментальные значения полных остатков на ситах RЭ(xi).  
В ячейке F3 введем параметр xm = 315. В ячейки D14 и D15 введем стар-
товые значения параметров x50 = 150, P = 3 для подбора инфинитной аппрокси-
мации. В ячейки Е14 и Е15 введем стартовые значения параметров x50 = 150, 
P = 3 для подбора финитной аппроксимации.  
В ячейке D3 введем формулу =100/(1+(B3/$D$15)^$D$14) для вычисле-
ния инфинитной аппроксимации по зависимости (3.24). Распространим форму-
лу до ячейки D13. 
Поскольку финитное распределение определено на отрезке x < xm, то в 
ячейках Е3:Е5 значение 0, а в ячейке Е6 для вычисления финитной аппрокси-
мации по зависимости (3.31) введем формулу 
=100*(1-(1+($F$3/$E$15)^$E$14)/(($F$3/$E$15)^$E$14)* 
*(B6/$E$15)^$E$14/(1+(B6/$E$15)^$E$14)). 
Распространим формулу до ячейки Е13. 
В ячейке D16 для вычисления суммы квадратов отклонений эксперимен-
тальных и аналитических значений по зависимости (3.34) введем формулу 
=СУММКВРАЗН(C3:C13;D3:D13). 
Распространим формулу до ячейки Е13. 
В ячейке Е16 для вычисления суммы квадратов отклонений эксперимен-
тальных и аналитических значений по зависимости (3.34) введем формулу 
 84 
 
=СУММКВРАЗН(C3:C13;E3:E13). 
Далее с помощью встроенного метода Поиск решения подберем парамет-
ры аппроксимации x50, P для обоих распределений. 
Установим целевую ячейку $D$16. Метку поставим напротив пункта Ми-
нимальное значение. В окне Изменяя ячейки установим $D$14; $D$15. Нажмем 
на кнопку Выполнить. После выполнения в ячейках $D$14; $D$15 появятся 
значения найденных параметров инфинитной аппроксимации, а в ячейке $D$16 
значение целевой функции (рис. 3.3). 
Установим целевую ячейку $Е$16. Метку поставим напротив пункта Ми-
нимальное значение. В окне Изменяя ячейки установим $Е$14;$Е$15. Нажмем 
на кнопку Выполнить. После выполнения в ячейках $Е$14;$Е$15 появятся зна-
чения найденных параметров инфинитной аппроксимации, а в ячейке $Е$16 
появится значение целевой функции (рис. 3.3). 
 
Рис. 3.3. Аппроксимация гранулометрического состава  
финитными и инфинитными распределениями 
Как видно из представленных данных, финитное распределение значи-
тельно лучше описывает экспериментальные данные. Сумма квадратов откло-
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нений для финитного распределения составляет 1,181, а для инфинитного рас-
пределения – 69,209. Инфинитное распределение показывает наличие частиц 
размером 315, 400 и 630 мкм, а на самом деле их нет. Инфинитное распределе-
ние также дает существенную ошибку при определении среднего размера ча-
стиц х50 = 123,125 мкм. По финитному распределению средний размер частиц 
составляет х50 = 142,912 мкм. 
3.3. Плотность, пористость, порозность сыпучего материала 
В специальной литературе различают несколько понятий плотности сы-
пучего материала [37], рассмотрим их. При этом надо иметь в виду, что все ни-
жеприведенные определения относятся только к сухому материалу. 
Истинная плотность частиц – масса единицы объема частиц, не имею-
щих пор. Фактически это плотность твердой фазы, определяемая соотношением 
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 , (3.35) 
где ρt – плотность твердой фазы, кг/м
3; 
Gт – масса твердых частиц, кг; 
Vтф – объем твердой фазы частиц без внутренних пор, м
3. 
Кажущаяся плотность частиц – масса единицы объема частиц, включая 
объем закрытых пор. 
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где ρк – кажущаяся плотность частиц, кг/м
3; 
Vм – объем частиц материала, включая объем внутренних пор каждой ча-
стицы (без объема внешних пор), м3. 
Объемная плотность частиц – масса единицы объема частиц, включая 
объем закрытых и открытых пор. Для гидродинамических расчетов и задач об-
текания одиночных частиц целесообразно пользоваться именно объемной 
плотностью. 
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где ρч – объемная плотность частиц, кг/м
3; 
V – объем частиц, включая объем открытых и внутренних пор каждой ча-
стицы, м3. 
Насыпная плотность – масса единицы объема свободно насыпанного 
сыпучего материала в какую-либо емкость непосредственно после ее заполне-
ния. 
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где ρн – насыпная плотность частиц, кг/м
3; 
V0 – объем слоя частиц в мерной емкости, м
3. 
Если ввести обозначения Vвнутр – объем внутренних пор, Vвнешн – объем 
внешних пор, Vмч – меж частичный объем, то можно записать следующие соот-
ношения: 
внутртфм VVV  ,  
внешнмвнешнвнутртф VVVVVV  , 
внешнммчвнешнвнутртфмч VVVVVVVV 0 , 
VVV мч 0 , 
Очевидно, что объемы внешних и внутренних пор не меняются, а меж ча-
стичный объем может уменьшаться при уплотнении или увеличиваться при 
расширении, например при псевдоожижении.  
Насыпная плотность при встряхивании (уплотнении) – масса единицы 
объема сыпучего материала при самой плотной упаковке частиц, достигаемой 
путем встряхивания. В связи с этим вводят понятие коэффициента уплотнения 
ky, который определяется соотношением 
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где ρн – насыпная плотность при свободном заполнении мерной емкости;  
ρну – насыпная плотность после уплотнения. 
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Надо также иметь в виду, что различные по крупности фракции одного и 
того же материала могут содержать частицы различной структуры и соответ-
ственно разной кажущейся плотности. 
В прил. 4 приведены плотности наиболее распространенных материалов. 
Относительная внутренняя пористость εм – это отношение объема 
внутренних пустот (пор) в частице к объему частицы. 
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Относительная пористость εп – это отношение объема внутренних и 
внешних пустот (пор) в частице к объему частицы. 
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Порозность неподвижного слоя ε0 – это отношение объема пустот между 
частицами к объему слоя. 
 
0
0
0 V
VV 
 . (3.42) 
Используя приведенные зависимости, определим связь плотности и по-
розности: 
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Аналогично получим 
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Откуда следует: 
 )(чн 01  ; )( пtч  1 ; )( мtк  1  (3.46) 
и 
 ))(( пtн  11 0 . (3.47) 
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Очевидно, что если частица не имеет пор, т. е. если εп = 0, то 
 )(tн 01  . (3.48) 
Иногда порозность определяют из этой формулы через соотношение 
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Очевидно, что это справедливо только в том случае, если частицы не 
имеют пор, поэтому эту величину лучше назвать полной пористостью непо-
движного слоя ε*0. 
Пример 3.3. Определение плотности и порозности сыпучих материалов. 
По данным измерений необходимо определить параметры сыпучих мате-
риалов – кварцевого песка и глинозема. 
В ячейках B3:C3 введем значения плотности твердой фазы материалов, 
взятые из справочника. В ячейках B5:C8 введем данные, полученные в резуль-
тате измерений (рис. 3.4). 
В ячейке B10 введем формулу =B6*0,001/(B5*10^-6) для вычисления 
насыпной плотности по зависимости (3.38). В ячейке B11 введем формулу 
=B6*0,001/B3*10^6 для вычисления объема твердой фазы Vтф частиц без внут-
ренних пор. В ячейке B12 введем формулу =B5-B7 для вычисления объема ча-
стиц Vм, включая объем внутренних пор. В ячейке B13 введем формулу =B12-
B11 для вычисления объема внутренних пор частиц Vвнутр. 
В ячейке B14 введем формулу =B5-B12-B8 для вычисления межчастично-
го объема Vмч. В ячейке B15 введем формулу =B12+B8 для вычисления объема 
частиц V, включая объем внутренних и внешних пор. В ячейке B16 для вычис-
ления кажущейся плотности по зависимости (3.36) введем формулу 
=B6*0,001/(B12*10^-6). В ячейке B17 введем формулу =B6*0,001/(B15*10^-6) 
для вычисления объемной плотности по зависимости (3.37). В ячейке B18 вве-
дем формулу =B13/B12 для вычисления внутренней пористости частиц εм по 
зависимости (3.40). В ячейке B19 для вычисления относительной пористости 
частиц εп введем формулу =(B15-B11)/B15 по зависимости (3.41). В ячейке B20 
введем формулу =1-B10/B17 для вычисления порозности неподвижного слоя ε0 
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по зависимости (3.42). В ячейке B21 введем формулу =1-B10/B3 для вычисле-
ния полной пористости неподвижного слоя ε*0 по зависимости (3.49).  
 
Рис. 3.4. Определение плотности и порозности сыпучих материалов 
Скопируем формулы ячеек В10:В21 в ячейки С10:С21 и получим резуль-
тат вычислений (рис. 3.4). 
Как видим из полученного результата, полная пористость песка равна по-
розности неподвижного слоя. Для большинства материалов без внутренних пор 
она имеет значение ε0 = 0,4. Полная пористость глинозема существенно больше 
за счет внутренних пор. 
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3.4. Удельная поверхность 
Удельной поверхностью дисперсного материала Sy называется отношение 
поверхности всех частиц к их массе или объему [38]. Если все частицы имеют 
одинаковый размер и сферическую форму, то удельную поверхность можно 
определить по формуле 
 
d/dn
dn
nV
nS
S y
6
63
2



 ,  (3.50) 
где Sy – удельная поверхность м
2/м3; n – число частиц; d – диаметр частиц, м. 
Используя данную зависимость и измерив удельную поверхность, можно 
определить средний диаметр частиц: 
 
y
ср S
x
6
 .  (3.51) 
Если сыпучий материал полидисперсный с известным законом распреде-
ления частиц по размерам, то удельную поверхность можно вычислить по сле-
дующим формулам. Для несферических частиц вводят коэффициент формы 
(фактор формы) φs. 
 1
S
Sш
s , (3.52) 
где S, Sш – соответственно поверхность частицы и поверхность шара одинако-
вого объема (т. е. одинакового по массе).  
Удельные поверхности частицы и сферической частицы одинакового 
объема связаны соотношением 
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. (3.53) 
В случае дискретного распределения 
 
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i срi
i
s
y x
r
S
1100
6
,  (3.54) 
где n – число узких классов крупности;  
xсрi – средний диаметр i-го класса крупности, м;  
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φs – фактор формы частиц;  
ri – частные остатки узких классов крупности, %. 
В случае непрерывного распределения 
 dx
x
)x(f
S
s
y 



0100
6
, (3.55) 
где f(x) – плотность распределения частиц по размерам; 
  )x(D
dx
d
)x(f  , (3.56) 
где x – эквивалентный диаметр частиц, м;  
D(x) – функция интегрального распределения по размерам частиц в виде 
полных проходов, %. 
Если подставить в соотношение (3.55) вышерассмотренные аналитиче-
ские распределения, то можно найти удельную поверхность в случае конкрет-
ной аппроксимации. Для характеристики дисперсности часто используют 
удельную поверхность, отнесенную к единице массы материала, Sym. Данная 
величина определяется зависимостями соответственно для дискретного и не-
прерывного распределений: 
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Пример 3.4. Определение удельной поверхности сыпучего материала. 
Пусть заданы гранулометрический состав в виде полных остатков R(xi), 
плотность материала ρt = 2650 кг/м
3 и фактор формы частиц φs = 0,9. Необходи-
мо определить удельную поверхность сыпучего материала Syт. 
В ячейки А3:А13 введем номера классов, а в ячейки В3:В13 размеры 
классов (рис. 3.5). В ячейках С4:С13 вычислим средние размеры классов. Для 
этого в ячейку С4 введем формулу =(B3+B4)/2 и распространим ее до ячейки 
С13. В ячейку С3 введем значение 180. 
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В ячейки D3:D13 введем значения полных остатков R(xi). В ячейках 
Е4:Е13 вычислим частные остатки узких классов r(xi). Для этого в ячейку Е4 
введем формулу =D4-D3 и распространим ее до ячейки Е13. В ячейку Е3 вве-
дем формулу =D3. В ячейку В14 введем значение плотности материала 
ρt = 2650 кг/м
3, а в ячейку D14 введем значение фактора формы частиц φs = 0,9. 
В ячейку F3 введем формулу =E3/(C3*10^-6) и распространим ее до ячейки F13. 
В ячейку F14 для вычисления удельной поверхности по зависимости 
(3.52) введем формулу 
=6/D14/100/B14*СУММ(F3:F13). 
После этого получим результат вычислений (рис. 3.5). 
 
Рис. 3.5. Определение удельной поверхности сыпучего материала 
Приведенный пример показывает, как рассчитать удельную поверхность 
сыпучего материала, если его гранулометрический состав задан в виде полных 
остатков. 
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4. АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ 
Область аэродинамических и гидравлических процессов широка. В 
настоящей главе будут рассмотрены отдельные, достаточно часто встречающи-
еся в инженерной практике задачи. 
4.1. Вязкость и плотность газов. Уравнение состояния 
Вязкость газов характеризует силы внутреннего трения. Вязкость можно 
рассматривать как функцию трения молекул друг от друга. Для газов вязкость 
не зависит от давления, но зависит от температуры. Коэффициент динамиче-
ской вязкости газа при температуре Т можно определить по форму-
ле Сазерленда 
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где η0 – вязкость при температуре Т0 = 273,15 К; С – константа Сазерленда. Для 
воздуха η0 = 1,73∙10
-5 Па∙с; C = 122.  
На практике также применяется степенная зависимость [1] 
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Для определения вязкости воздуха в [1] предложена также зависимость 
   82 1001170851700  t,t, . (4.3) 
Как следует из данных табл. 4.1, в диапазоне температур от –20 до 250 ºС 
ошибка по формуле (4.3) составляет не более 1 %. Формула (4.3) менее точна и 
ей можно пользоваться только в пределах от 0 до 100 ºС.  
Рассчитаем вязкость воздуха по зависимостям (4.1‒4.3) и произведем 
сравнение расчетных величин с помощью таблицы Excel. 
Пример 4.1.1. Расчет вязкости воздуха. 
В ячейку B1 введем значение температуры Т0 273,15, в ячейку С1 введем 
значение вязкости при нормальных условиях η0 0,0000173, в ячейку С1 введем 
значение константы Сазерленда для воздуха С 122. 
  94
В ячейки А4:А15 введем значения температур от 20 до 250 ºС. В ячейку 
В4 введем формулу =$B$2+A4 для вычисления абсолютной температуры. Рас-
пространим ее до ячейки А15. 
В ячейку С4 введем формулу для вычисления вязкости по формуле Са-
зерленда (4.1): =$C$2*($B$2+$D$2)/(B4+$D$2)*(B4/$B$2)^1,5. 
В ячейку D4 введем формулу для вычисления вязкости по степенной 
формуле (4.2): =$C$2*(B4/$B$2)^0,75. 
В ячейку E4 для вычисления вязкости по формуле (4.3) введем формулу 
=(1700+5,8*A4-0,0117*A4^2)*10^(-8). 
Выделим ячейки С4, D4, E4 и распространим записанные формулы до 
ячеек С15, D15, E15. 
В таблице появится результат (рис. 4.1). Построим графики полученных 
зависимостей (рис. 4.2).  
 
Рис. 4.1. Расчет зависимости вязкости воздуха от температуры 
Из представленных данных следует, что степенная формула (4.2) хорошо 
согласуется с уравнением Сазерленда, а формула (4.3) дает существенную 
ошибку при температурах выше 80 ºС и ниже –10 ºС. 
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Для характеристики распределения массы в пространстве, занятом газом, 
обычно пользуются величиной , называемой плотностью газа. Плотность из-
меряется в кг/м3. 
Плотность среды в некотором малом объеме определяется как отношение 
массы, заключенной в этом объеме, к величине объема: 
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
 . (4.4) 
Очевидно, что плотность газа в заданной точке определяется соотноше-
нием 
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Рис. 4.2. Графики зависимости вязкости воздуха от температуры 
Параметры идеального газа связаны между собой уравнением состояния 
Клапейрона ‒ Менделеева:  
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где р – абсолютное статическое давление, Па; 
ρ ‒ плотность газа, кг/м3; 
Т – абсолютная температура газа, К; 
М – масса одного киломоля газа, выраженная в килограммах, кг/кмоль; 
R0 – универсальная газовая постоянная (молярная газовая постоянная), 
R0 = 8314,51 Дж/(кмоль·K); 
t,T  15273 , 
где t – температура в градусах Цельсия. 
Массу киломоля газа находят по формуле 
 
i
ii AlM , (4.7) 
где li – число атомов i-го элемента; 
Аi – относительная атомная масса i-го элемента. 
Так, например, если воздух имеет состав 21 % О2, 78 % N2, 1 % Ar, то 
масса киломоля определится следующим образом: 
 ),,,(M 010407802821032 28.96 кг/кмоль. 
Удельная газовая постоянная R и универсальная газовая постоянная R0 
связаны соотношением 
 
M
R
R 0 . (4.8) 
Для воздуха Rв = 287,10 Дж/(кг·K), для пара Rп = 461,53 Дж/(кг·K). 
В международной системе единиц за нормальные физические условия 
принимается давление p0 = 101 325 Па и температура Т0 = 273,15 К. При этих 
условиях объем киломоля для всех идеальных газов в соответствии с законом 
Авогадро одинаков и равен м = 22,41383 м
3/кмоль (нормальный молярный 
объем), поэтому плотность любого газа можно найти по зависимости 
 
м
M

0 . (4.9) 
Рабочий газ может представлять собой смесь нескольких газов. Если от-
дельные газы не реагируют химически между собой, то предполагается:  
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1) каждый газ смеси ведет себя так, как будто он один занимает весь объем 
смеси V;  
2) каждый газ смеси имеет одинаковую температуру, равную температуре 
смеси;  
3) каждый из входящих в смесь газов имеет свое определенное давление, 
называемое парциальным. 
Под парциальным давлением понимают давление, которое имел бы газ, 
входящий в состав газовой смеси, если бы он один занимал объем, равный объ-
ему смеси при той же температуре. 
В основе изучения газовых смесей лежит закон Дальтона: полное давле-
ние p газовой смеси равно сумме парциальных давлений pi идеальных газов, со-
ставляющих эту смесь, т. е. 
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Состав смеси газов можно задать массовыми долями gi, объемными до-
лями Vi или мольными долями µi. 
Массовые доли компонентов смеси газов определяются по зависимости 
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где mi – масса i-го компонента; mсм – масса смеси. 
Объемные доли компонентов смеси газов определяются по зависимости 
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где vi – объем i-го компонента; vсм – объем смеси. 
Молярные доли компонентов смеси газов определяются по зависимости 
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где ni – число молей i-го компонента; 
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nсм – число молей смеси. 
 
ii V . (4.14) 
Молярная масса смеси Мсм определяется соотношением 
  
i
ii
i
iiсм MVMM . (4.15) 
Плотность смеси газов находится по формуле 
  
i
iicм V . (4.16) 
Плотность смеси газов также можно найти из уравнения состояния 
 
0R
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T
p см . (4.17) 
Пример 4.1.2. Определение плотности воздуха при нормальных и стан-
дартных условиях. 
В качестве нормальных условий принимается температура t0 = 0 ºC и дав-
ление р0 = 101 325 Па. В качестве стандартных условий принимается темпера-
тура tс = 20 ºC (Tc = 293,15 K) и давление рс = р0 = 101 325 Па. 
В ячейки А1,В1,С1,D1 введем значения констант соответственно T0, p0, 
R0, Tc. 
В ячейках A4:D14 введем химический состав воздуха и атомные веса 
(рис. 4.3). 
В ячейке Е5 введем формулу =D5/22,41383 для вычисления плотности га-
за при нормальных условиях и затем распространим ее по столбцу до ячейки 
Е14. Таким образом, в ячейках Е5:Е14 мы получим плотность соответствующих 
газов при нормальных условиях. 
В ячейке D15 введем формулу (4.15) для вычисления молярной массы 
воздуха: =СУММПРОИЗВ(C5:C14;D5:D14)/100. Получим молярную массу воз-
духа, представляющего собой смесь приведенных газов, Мв = 28,9644 кг/кмоль. 
В ячейке Е16 введем формулу (4.16) для вычисления плотности воздуха 
при нормальных условиях: 
=СУММПРОИЗВ(C5:C14;E5:E14)/100. 
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В ячейках D16 и D17 введем формулы для вычисления плотности воздуха 
по уравнению состояния (4.17) соответственно для нормальных и стандартных 
условий. В ячейку D16 введем формулу =$B$2/$C$2/$A$2*D15 и в D17 форму-
лу =$B$2/$C$2/$D$2*D15. 
 
Рис. 4.3. Расчет плотности сухого воздуха 
Как видим из рис. 4.3, значения плотности воздуха при нормальных усло-
виях совпали в обоих методах вычисления: ρ0 = 1,292 кг/м
3. Плотность воздуха 
при стандартных условиях ρс = 1,204 кг/м
3. 
4.2. Влажный воздух. Определение точки росы 
На практике в реальных условиях воздух, как правило, влажный и пред-
ставляет собой смесь сухого воздуха и водяного пара. Водяной пар может быть 
в двух состояниях ‒ в насыщенном и перегретом (ненасыщенном).  
Температура, до которой надо охладить ненасыщенный влажный воздух, 
чтобы он стал насыщенным, называется температурой точки росы, или темпе-
ратурой насыщения tн. Явление насыщения удобно для характеристики влажно-
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сти. Для характеристики влажности газа используют следующие параметры: 
абсолютную и относительную влажность, а также влагосодержание.  
Абсолютной влажностью называют плотность водяного пара при своем 
парциальном давлении и температуре влажного воздуха 
 
V
mп
п  , (4.18) 
где mп – масса пара, кг; V – объем влажного воздуха, м
3. 
Относительной влажностью  называют отношение фактического ко-
личества паров к максимально возможному при данном давлении и температу-
ре, т. е. при насыщении. 
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где п, н – соответственно плотность пара при заданных условиях и в состоя-
нии насыщения, кг/м3; рп, рн – давление пара при заданных условиях и в состоя-
нии насыщения, Па. Относительная влажность  выражается в долях или в 
процентах. В последнем случае она определяется по зависимости 
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Влагосодержание Х определяется соотношением 
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где mп, mж, mв – соответственно масса пара, жидкости, сухого воздуха, кг. 
Влагосодержание пара Хп (кг пара / кг сухого воздуха) определяется вы-
ражением 
 
в
п
в
п
п m
m
X


 , (4.22) 
Согласно закону Дальтона, абсолютное давление влажного воздуха p 
определяется соотношением 
 пв ppp  , (4.23) 
где рп, рв – парциальные давления соответственно пара и сухого воздуха. 
  101
Влагосодержание жидкости Хж определяется выражением  
 
cв
ж
ж m
m
X  . (4.24) 
Выведем формулу для определения влагосодержания через парциальное 
давление пара. 
Уравнения состояния сухого воздуха и пара имеют вид 
 
TRp ввв  , TRp ппп  . (4.25) 
Разделив второе уравнение на первое, получим 
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где для воздуха Rв = 287,10 Дж/(кг·K), для пара Rп = 461,53 Дж/(кг·K). 
Заметим, что 
 6220,
M
M
R
R
в
п
п
в  . (4.27) 
Из (4.27), (4.23), (4.19) получим 
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Из данной формулы пhи φ = 1 можно получить максимальное влагосо-
держание при давлении насыщения 
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 6220 . (4.29) 
Из этой формулы следует, что с повышением давления воздуха способ-
ность сжатого воздуха удерживать пары уменьшается. 
Относительную влажность можно выразить через влагосодержание: 
 
нп
п
p
p
X,
X

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6220
. (4.30) 
Заметим, что поскольку давление насыщения зависит от температуры, то 
и φ зависит от температуры. 
Рассмотрим, как найти плотность воздуха, если задано влагосодержание 
или относительная влажность. 
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В случае если воздух влажный и задано влагосодержание Х воздуха 
(кг влаги/кг сухого воздуха), то для того, чтобы найти его плотность при задан-
ном давлении и температуре, необходимо воспользоваться следующим уравне-
нием [56]: 
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где Мв и Мп – соответственно молярная влажность воздуха и пара, выраженная 
в кг/кмоль; в – плотность сухого воздуха при давлении р и температуре Т. 
Например, Х = 0,01 кг/кг, то плотность влажного воздуха при нормальных 
условиях определится по зависимости 
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Для того чтобы определить относительную влажность, необходимо знать 
давление насыщения при заданной температуре и давлении.  
Давление насыщенного пара воды зависит только от температуры и либо 
определяется по таблицам и I-Х диаграммам, либо может быть рассчитано по 
уравнению Антуана (как и для других жидкостей) [56]: 
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, (4.32) 
где рн ‒ давление насыщения, в данной формуле давление подставляется в Па; 
t – температура, oC; А, В, С – константы, принимающие для воды следующие 
значения: 
А = 8,07414; В = 1733; С = 233,84. 
Таким образом, уравнение имеет вид 
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Отсюда можно в явном виде выразить давление насыщения в Па: 
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Пример 4.2.1. Расчет параметров влажного воздуха. 
Необходимо рассчитать и построить таблицу зависимостей от температу-
ры давления насыщения, влагосодержания и абсолютной влажности воздуха 
при нормальном давлении (р = 101,325 кПа). 
Как отмечалось выше, давление насыщения не зависит от давления газа и 
определяется только температурой. Давление насыщения будем рассчитывать 
по уравнению (4.34), полученному из уравнения Антуана. Расчетные значения 
давления насыщения сравним с табличными данными Государственной службы 
стандартных справочных данных ГСССД 125-88 [23, 17]. Влагосодержание при 
насыщении (φ = 100 %) определим по уравнению (4.29). Для этого надо подста-
вить в него найденное давление насыщения рн и заданное давление р. Для того 
чтобы найти абсолютную влажность при заданном давлении и температуре, 
необходимо воспользоваться уравнением состояния пара. 
 
),t(,
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p н
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н 15273522461 
 . (4.35) 
В ячейки A3:A24 и в ячейки F3:F24 введем с некоторым шагом значения 
температуры воздуха в градусах Цельсия. 
В ячейки B3:B24 и в ячейки G3:G24 введем соответствующие значения 
парциального давления насыщения, взятые из таблиц Государственной службы 
стандартных справочных данных – ГСССД 125-88 [23]. 
В ячейке С3 для вычисления давления насыщения при соответствующей 
температуре по уравнению (4.34) введем формулу 
=2/15*EXP(18,5916-3991,11/(A3+233,84)). 
Распространим данную формулу по столбцу С до ячейки С24. 
В ячейке D3 для вычисления максимального влагосодержания при насы-
щении введем формулу  
=0,622*C3/(101,325-C3)*1000. 
Распространим данную формулу по столбцу D до ячейки D24. 
В ячейке E3 введем формулу (4.35) для вычисления абсолютной влажно-
сти при насыщении и соответствующей температуре. При вводе формулы 
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необходимо обратить внимание на размерность параметров, входящих в фор-
мулу. Поскольку значения парциального давления насыщения в столбце C3:C24 
получены в кПа, а абсолютную влажность мы выводим в г/м3, то значение по 
формуле (4.35) необходимо умножить на 106. Формула примет вид 
=C3/461,522/(273,15+A3)*1000000. 
Затем распространим формулу по столбцу до ячейки E24.  
Выделим и скопируем область ячеек C3:Е24, вставим ее в область H3:J24, 
получим результат расчетов (рис. 4.4). 
 
Рис. 4.4. Расчет параметров влажного воздуха 
Рассмотрим на конкретных примерах методы расчета температуры точки 
росы, т. е. температуры насыщения. 
Существует достаточно большое число зависимостей для определения 
точки росы (температуры насыщения tн). Рассмотрим их. 
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Решение нелинейного уравнения Антуана (4.34). Если заданы температу-
ра воздуха tв и относительная влажность φ, то надо сначала найти давление па-
ров рп при этих условиях. Для этого можно использовать уравнение состояния 
пара. В конечном счете надо решать относительно tн нелинейное уравнение 
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В монографии [42] приводятся другие, отличающиеся от уравнения Ан-
туана аппроксимации для определения температуры точки росы при известном 
давлении насыщения: 
для –60º< tн < 0º 
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для 0º< tн < 87º 
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В данных формулах давление насыщения рн подставляется в кПа. 
Если использовать формулу (4.38), то получим температуру насыщения 
tн = 70,9 
oC. 
Можно показать, что из уравнения Антуана следует приближенная фор-
мула 
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В литературе [56] также встречается менее точная формула 
   273273 0580  ,вн tt . (4.40) 
Более точная однопараметрическая формула, связывающая абсолютную 
температуру воздуха при относительной влажности φ и абсолютную темпера-
туру при насыщении, имеет вид 
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Сравним результаты вычислений по этим формулам на конкретном при-
мере. 
Пример 4.2.2. Определение точки росы. 
Пусть задана относительная влажность воздуха φ = 0,7 и температура 
воздуха t = 80 oC. Необходимо определить температуру насыщения.  
В ячейках А4:D4 введем исходные данные, а именно: соответственно, 
удельную газовую постоянную для пара Rп = 461,53 Дж/(кг·K), температуру 
воздуха t = 80 oC, относительную влажность φ = 0,7 и абсолютную термодина-
мическую температуру Т0 = 273,15 К.  
В ячейке А7 введем формулу для определения давления насыщения рн по 
уравнению Антуана (4.34) при данных условиях, т. е.  
=2000/15*EXP(18,5916-3991,11/(B4+233,84)). 
В ячейке В7 введем формулу =A7/(D4+B4)/A4 для определения абсолют-
ной влажности при насыщении ρн. 
В ячейке C7 введем формулу для определения абсолютной влажности па-
ра, ρп, при влажности φ = 0,7: =B7*C4. 
В ячейке D7 введем формулу для определения давления пара, рп, из урав-
нения состояния (4.35) для пара: =A4*C7*(D4+B4) (рис. 4.5). 
Найдем температуру насыщения, tн, решив нелинейное уравнение Антуа-
на (4.36). Решим это нелинейное уравнение относительно tн с помощью про-
граммы Excel (процедура Подбора параметра ‒ см. пример 1.1.1).  
Для этого в ячейку А10 введем стартовое значение ‒ температуру насы-
щения 70 °С. В ячейке В10 введем формулу левой части уравнения (4.36) 
=EXP(18,5916-3991,11/(B4+233,84))/(D4+B4)*C4. 
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Рис. 4.5. Определение точки росы 
В ячейке С10 для вычисления правой части уравнения (4.36) введем фор-
мулу =EXP(18,5916-3991,11/(A10+233,84))/(D4+A10). В ячейке D10 введем 
формулу =B10-C10 для определения невязки – разницы между левой и правой 
частью. Вызовем метод Подбор параметра. В качестве целевой ячейки выбе-
рем ячейку D10. Поставим 0 в строке Установить значение, Изменяя ячейку 
А10 и нажмем кнопку OK. Получим результат решения (рис. 4.5). 
В ячейке А13 для определения точки росы по уравнению (4.38) наберем 
формулу 
=(233,77*LN(D7/1000)+115,72)/(16,57-0,997*LN(D7/1000)). 
В ячейке А16 для определения точки росы по уравнению (4.39) наберем 
формулу 
=(B4+233,84)/(1-(B4+233,84)/3991,11*LN(C4))-233,84. 
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В ячейке А19 для определения точки росы по уравнению (4.40) наберем 
формулу =(273+B4)*(C4)^0,058-273. 
В ячейке А22 для определения точки росы по уравнению (4.41) наберем 
формулу =(D4+B4)/(1-(D4+B4)/5200*LN(C4))-D4. 
Наиболее точное решение дает уравнение Антуана: tн = 70,82 
oC. 
(рис. 4.5). Наименее точное решение дает уравнение (4.40): tн = 72,77 
oC. 
Пример 4.2.3. Определение точки росы для сжатого воздуха. 
Найдем параметры всасываемого воздуха и рассмотрим, как изменятся 
параметры сжатого воздуха. Пусть задана относительная влажность φ = 0,7 вса-
сываемого воздуха при температуре t = 20 oC и атмосферном давлении р0. 
В ячейках А4:D4 введем следующие исходные данные: удельную газовую 
постоянную для пара Rп = 461,53 Дж/(кг·К); температуру воздуха t = 20 
oC; от-
носительную влажность φ = 0,7; абсолютную термодинамическую температуру 
Т0 = 273,15 К.  
В ячейке А7 для определения давления насыщения, рн, по уравнению Ан-
туана (4.34) при условиях всасывания введем формулу 
=2000/15*EXP(18,5916-3991,11/(B4+233,84)). 
В ячейке В7 введем формулу =A7/(D4+B4)/A4 для определения абсолют-
ной влажности при насыщении, ρн, при условиях всасывания. 
В ячейке C7 введем формулу =B7*C4 для определения абсолютной влаж-
ности пара, ρп, при влажности φ = 0,7 и при условиях всасывания. 
В ячейке D7 введем формулу =B7*C4 для определения давления пара, рп, 
при влажности φ = 0,7 и условиях всасывания (рис. 4.6). 
Найдем температуру насыщения tн при условиях всасывания, решив не-
линейное уравнение Антуана (4.36). Решим это нелинейное уравнение относи-
тельно tн с помощью программы Excel (процедура Подбор параметра – 
см. пример 1.1.1).  
Для этого в ячейку А10 введем стартовое значение ‒ температуру насы-
щения 50 °С. В ячейке В10 для вычисления левой части уравнения (4.36) вве-
дем формулу  
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=EXP(18,5916-3991,11/(B4+233,84))/(D4+B4)*C4. 
 
Рис. 4.6. Определение точки росы для сжатого воздуха 
В ячейке С10 для вычисления правой части уравнения (4.36) введем фор-
мулу =EXP(18,5916-3991,11/(A10+233,84))/(D4+A10). В ячейке D10 введем 
формулу =B10-C10 для определения невязки – разницы между левой и правой 
частью. Теперь вызовем метод Подбор параметра, в качестве целевой ячейки 
выберем ячейку D10, поставим 0 в строке Установить значение. В пункте Из-
меняя ячейку выберем ячейку А10 и нажмем кнопку OK. Получим результат 
решения tн = 14.05 ºС (рис. 4.6). 
В ячейке А13 введем давление сжатого воздуха р2 = 506 626 Па, а в ячей-
ке В13 температуру сжатого воздуха t2 = 50 ºС.  
Поскольку при сжатии количество влаги в единице объема возрастет 
пропорционально степени сжатия, в ячейке С13 введем формулу 
=A13/101325*C7 для определения абсолютной влажности при условиях сжатия 
ρп. 
В ячейке D13 введем формулу =A4*C13*(B13+D4) для определения дав-
ления пара при условиях сжатия по уравнению состояния. В ячейке А16 для 
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определения температуры точки росы tн2 при условиях сжатия по уравнению 
(4.38) введем формулу 
=(233,77*LN(D13/1000)+115,72)/(16,57-0,997*LN(D13/1000)). 
Как свидетельствует полученный результат, при сжатии со степенью 5 
температура точки росы существенно изменилась, повысившись с tн = 14,05 
oC 
до tн = 43,9 
oC. Таким образом, если сжатый воздух будет иметь температуру 
ниже tн = 43,9 
oC, то произойдет выпадение капельной влаги. Для иллюстрации 
разницы на рис. 4.7 приведены графики точки росы при атмосферном давлении 
и для сжатого воздуха. Так, если при атмосферном давлении точка росы соот-
ветствует tн = 20 ºС, то при сжатии воздуха до р = 5 бар температура точки росы 
поднимется до tн = 48,9 ºС. 
 
Рис. 4.7. Соотношение температур насыщения при атмосферном давлении  
р1 = 1 бар и для сжатого воздуха при давлении р2 = 5 бар 
Этот пример свидетельствует о том, что у сжатого воздуха снижается 
способность удерживать влагу. В связи с этим следует обратить внимание, что 
некоторые производители осушителей указывают в своих данных значения ат-
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мосферной точки росы или же указывают «величину, на которую понизится 
температура точки росы».  
Поэтому при выборе осушителя надо обратить внимание на то, при каком 
давлении указана точка росы после осушителя. Если охлаждать сжатый воздух 
ниже этой температуры, то из него начнет выделяться капельная влага. На этом 
принципе основан один из способов отделения влаги. 
4.3. Расчет несжимаемых потоков. Основные уравнения 
Под несжимаемыми потоками обычно понимают движение несжимаемой 
среды – жидкости. Движение газа при небольших скоростях движения также 
может рассматриваться как движение несжимаемой среды. Изменение плотно-
сти газа происходит в соответствии с уравнением состояния газа Клапейрона – 
Менделеева (4.6). На практике принято считать, что если, например, для адиа-
батических потоков скорость газа меньше 100 м/с, то изменением плотности 
можно пренебречь. Однако это не совсем корректно. Можно привести приме-
ры, когда и при достаточно низких скоростях происходит существенное изме-
нение плотности. Так, например, в условиях высоконапорного пневмотранс-
порта скорость газа часто не превышает 30 м/с, а плотность воздуха от началь-
ного сечения до конечного сечения транспортной трубы может меняться в 3‒5 
раз и более. Связано это с тем, что избыточное статическое давление в начале 
тракта может составлять 3‒5 атм, в конце тракта давление равно атмосферному. 
Таким образом, чтобы определить, можно ли считать течение несжимаемым, 
необходимо оценить величину изменения плотности газа. Если изменением 
плотности газа в данной задаче можно пренебречь, то течение можно считать 
несжимаемым. Рассмотрим основные уравнения, которые мы будем использо-
вать в расчетах несжимаемых течений. На рис. 4.8 изображен участок канала, 
по которому протекает сплошная среда.  
Приведем основные уравнения, связывающие параметры газового потока, 
для двух сечений 1–1 и 2–2.  
  112
Уравнение неразрывности представляет собой закон сохранения массы и 
говорит о постоянстве расхода в любом сечении канала. Массовый расход сре-
ды G1 через живое сечение 1–1 можно выразить произведением 
 1111  wFG , (4.42) 
где F1 – площадь живого сечения канала, м
2; 
w1, ‒ средняя расходная скорость в сечении, м/с; 
ρ1 – средняя по сечению плотность среды, кг/м
3.  
 
Рис. 4.8. Схема движения сплошной среды по каналу 
Уравнение неразрывности для сечений 1–1 и 2–2 имеет вид 
 constwFwFconstGG  22211121 . (4.43) 
Для несжимаемой среды плотность постоянна: 
  21 . (4.44) 
В этом случае уравнение неразрывности примет вид 
 2211 wFwF  . (4.45) 
Уравнение Даниила Бернулли для несжимаемой среды имеет вид 
 21
2
2
222
2
1
111 22 
 p
w
pgz
w
pgz , (4.46) 
где z1ρg – гидростатическое давление, Па; 
z1 – геометрическая высота, м; 
0 0 
1 
1 
2 
2 
z1 
z2 
w1 
w2 
F1, p1, ρ1 
F2, p2, ρ2 
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g – ускорение свободного падения, g = 9,80665 м/c2; 
p1 – статическое давление в сечении, Па; 
2
2
1w  ‒ динамическое давление в сечении, Па; 
α1 – коэффициент неравномерности скоростей по сечению потока (коэф-
фициент Кориолиса); 
Δp1–2 – потери давления, вызванные силами трения на участке между се-
чениями 1–1 и 2–2. 
Иногда это уравнение записывают в форме суммы напоров, которые вы-
ражаются в метрах столба среды (газа или жидкости). 
 21
2
2
2
2
2
2
1
1
1
1 22 




 h
g
w
g
p
z
g
w
g
p
z , (4.47) 
где z1 – геометрический напор в сечении, м столба среды; 
g
p

1  ‒ пьезометрический напор в сечении, м столба среды; 
g
w
2
2
1  ‒ скоростной напор в сечении, м столба среды; 
Δh1–2 – потери напора, вызванные силами трения на участке между сече-
ниями 1–1 и 2–2, м. 
Коэффициенты Кориолиса α1 и α2 и для турбулентного режима можно 
принять равными единице. Приведенные выше уравнения Бернулли (4.46) и 
(4.47) для несжимаемой среды справедливы для жидкости. Для газа их также 
можно использовать, но только в том случае, если потери давления незначи-
тельны. В противном случае, т. е. при значимом изменении статического давле-
ния вследствие потерь, в соответствии с уравнением состояния плотность газа 
будет изменяться. В этом случае уравнение Бернулли в дифференциальной 
форме имеет следующий вид [1]: 
 тdE
dp
gdz
w
ddE 


2
2
. (4.48) 
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Член dE в левой части уравнения представляет собой механическую ра-
боту, совершаемую одним килограммом газа. Член dEт в правой части уравне-
ния представляет удельные потери энергии на трение. После интегрирования 
оно примет вид 
 тE
dp
)zz(g
ww
E 



 
2
1
12
2
1
2
2
2
. (4.49) 
Если газ не совершает работы и процесс адиабатический (p/ρk=const), то 
уравнение Бернулли примет вид 
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. (4.50) 
Или в другой эквивалентной форме: 
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z . (4.51) 
Если газ не совершает работы и процесс изотермический, то уравнение 
примет вид  
 0
2 1
2
1
1
12
2
1
2
2 



тEp
p
ln
p
)zz(g
ww
. (4.52) 
Или в другой эквивалентной форме 
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z . (4.53) 
В литературе можно встретить также следующую форму записи [27]: 
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1 22 




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z . (4.54) 
Данным уравнением можно пользоваться, когда скорости потока неболь-
шие, но местные сопротивления на отдельных участках большие, вследствие 
этого плотность газа также может меняться. Для газа при турбулентном режиме 
уравнение имеет вид 
  115
 21
2
2
2
2
2
1
1
1
22 




h
g
w
g
p
g
w
g
p
. (4.55) 
4.3.1. Расчет элементов аэродинамического тракта 
Аэродинамический тракт состоит из прямых участков труб, колен и мест-
ных сопротивлений (внезапных сужений, расширений, арматуры и т. д.). Аэро-
динамическое сопротивление тракта складывается из суммы потерь давления 
на отдельных участках. Рассмотрим, как вычисляется сопротивление отдельных 
участков тракта. 
Потери давления при движении газа по трубам 
Потери давления на трение при движении газа по трубе определяются 
уравнением Дарси – Вейсбаха 
 
D
dxw
dp
2
2
 , (4.56) 
где  ‒ коэффициент сопротивления, зависящий от критерия Рейнольдса. 
Для несжимаемой среды после интегрирования по х в пределах от 0 до L 
формула Дарси приводится к виду 
 
2
2w
D
L
p

 . (4.57) 
Для определения коэффициента сопротивления  предложено много за-
висимостей. Приведем наиболее распространенные. Для гидравлически гладких 
труб это формула Блазиуса (4.58) и формула Филоненко – Альтшуля (4.59).  
Формула Блазиуса справедлива в диапазоне чисел Рейнольдса Re от 4·103 
до 105 и имеет вид 
 250
31640
,Re
,
 . (4.58) 
Формула Филоненко – Альтшуля справедлива в более широком диапа-
зоне чисел Рейнольдса: 
 
64181
1
,Relg, 
 . (4.59) 
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Для гладких труб в турбулентном режиме при 105 < Re < 108 можно ис-
пользовать следующую формулу Никурадзе: 
 2370221000320 ,Re,,  . (4.60) 
Приведем еще несколько зависимостей для шероховатых труб. 
Универсальная формула Альтшуля: 
 
25068
110
.
э
ReD
k
, 




  . (4.61) 
В диапазоне kэ/D=100–10000 можно пользоваться формулой Шифринсна: 
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D
k
, 




 . (4.62) 
В этих формулах kэ – эквивалентный коэффициент шероховатости, значе-
ния которого можно взять из таблиц [3] или справочной литературы для кон-
кретного вида труб. В пневмотранспорте применяются в основном стальные 
трубы. Для стальных сварных труб эквивалентный коэффициент шероховато-
сти может принимать следующие значения: новые чистые ‒ kэ = 0,03–0,1 (0,06); 
с незначительной коррозией ‒ kэ = 0,1–0,2 (0,15); умеренно заржавевшие ‒ 
kэ = 0,3–0,7 (0,5); старые заржавевшие ‒ kэ = 0,8–1,5 (1,0). 
Приведем еще несколько зависимостей коэффициента сопротивления для 
шероховатых труб, которые часто используются и приводятся в литературе. 
Формула Колбрука для технических труб следующая: 
 
1
81
1
k
D
lg,

. (4.63) 
Формулу Колбрука можно преобразовать к виду 
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Коэффициент k1 в этих формулах представляет собой действительную 
линейную шероховатость и связан с эквивалентным коэффициентом шерохова-
тости соотношением [3] 
127
1

k
k э . 
Местные сопротивления 
Внезапное расширение 
При внезапном расширении трубопровода (рис. 4.9) потери давления для 
несжимаемой среды определяются по формуле Борда. 
 
2
2
1wp вр , (4.65) 
где вр ‒ коэффициент местного сопротивления ‒ определяется зависимостью 
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вр . (4.66) 
 
Рис. 4.9. Внезапное расширение трубопровода 
Формула Борда вытекает из уравнения Бернулли и не учитывает попе-
речную неравномерность профиля скоростей потока. Несмотря на это, она не-
плохо согласуется с опытными данными.  
Внезапное сужение 
При внезапном сужении трубопровода (рис. 4.10) коэффициент местного 
сопротивления можно найти по следующей формуле Альтшуля:  
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F1 
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где  ‒ коэффициент сжатия струи ‒ представляет собой отношение площадей 
Fсж/F2. 
 
Рис. 4.10. Внезапное сужение 
Коэффициент сжатия  струи зависит от степени сжатия n и может быть 
найден по следующей формуле Альтшуля: 
 
n,
,
,


11
0430
570 , (4.68) 
где степень сжатия n определяется соотношением 
 
1
2
F
F
n  . (4.69) 
Диафрагма 
Коэффициент сопротивления диафрагмы на трубе постоянного сечения 
(рис. 4.11) находится по зависимости 
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nд
, (4.70) 
где коэффициент сжатия  струи находится по формуле (4.68), а степень сжатия 
n определяется соотношением 
 
1F
F
n д . (4.71) 
 
Рис. 4.11. Диафрагма на трубе постоянного сечения 
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Для инженерных расчетов коэффициент сопротивления диафрагмы мож-
но также представить в виде [27] следующей формулы: 
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Диффузор 
Коэффициент сопротивления диффузора (рис. 4.12) складывается из сум-
мы потерь на расширение и потерь на трение и находится по зависимости 
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где ζ – коэффициент сопротивления, вычисляемый по одной из формул (4.58) – 
(4.62); Ксм – коэффициент смягчения ‒ зависит от угла конусности диффузора α. 
 
Рис. 4.12. Диффузор 
Зависимость коэффициента смягчения от угла конусности диффузора: 
α, град 4 8 15 30 60 >60 
Ксм 0,08 0,16 0,35 0,80 0,90 1,00 
Конфузор 
Коэффициент сопротивления конфузора (рис. 4.13) можно найти по зави-
симости 
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Коэффициент сужения Ксуж зависит от угла конусности конфузора α [3].  
w1 
F1 
F2 
α w2 
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Зависимость коэффициента сужения от угла конусности конфузора: 
α, град 10 20 40 60 80 100 140 
Ксуж 0,4 0,25 0,20 0,20 0,30 0,40 0,60 
 
Рис. 4.13. Конфузор 
Для инженерных расчетов общий коэффициент сопротивления конфузо-
ров удобно представить в виде [27] формулы 
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где αр = 0,0174α (α в градусах). 
В пределах 10º< α < 40º общий коэффициент сопротивления конфузора с 
прямолинейными образующими имеет минимум, который по крайней мере при 
Re > 105 остается практически постоянным и равным 0,05 [27]. 
Сопротивление колен 
При расчете сопротивления колен на чистом газе есть два подхода:  
1) определяют сопротивление как местные потери по зависимости типа 
 
2
2w
p k ; (4.76) 
2) определяют сопротивление колена как сопротивление трубы эквивалент-
ной длины Lэ. 
 
2
2w
D
L
p э  , (4.77) 
где  ‒ коэффициент трения, который можно определить, например, по форму-
ле Блазиуса. 
w1 
F1 Fд 
w2 α 
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Рассмотрим первый подход. А.Д. Альтшуль предлагает определять коэф-
фициент сопротивления колена при плавном повороте на угол  по зависимо-
сти [4] 
 ak 90  , (4.78) 
где коэффициент 90 находится по формуле 
   
R
D
,, 890 100001020  . (4.79) 
Коэффициент а определяется по данным табл. 4.1. Данные табл. 4.1 мож-
но аппроксимировать функцией 
 8590420 ,)(Ln,ar  . (4.80) 
Вычисленные по данной зависимости значения приведены в последней 
строке табл. 4.1. 
Таблица 4.1 
Значение коэффициента а по опытным данным Кригера  
и расчетного коэффициента аr в зависимости от угла поворота α 
Коэффи-
циенты 
Угол поворота , град 
20 30 40 50 60 70 80 90 100 120 140 
а 0,40 0,55 0,65 0,75 0,83 0,88 0,95 1,00 1,05 1,13 1,20 
аr 0,40 0,55 0,67 0,76 0,83 0,90 0,95 1,00 1,05 1,12 1,18 
С учетом этого коэффициент сопротивления колена можно определить по 
формуле 
  859042090 ,)(Ln,k   . (4.81) 
При плавном повороте на 90о в [3, 27] предложена следующая формула 
для определения коэффициента сопротивления колена: 
 
2
52
90 10602000 





R
D
,. . (4.82) 
При больших числах Рейнольдса коэффициент 90 находится по формуле 
Б.Б. Некрасова 
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52
90 190050
.
R
D
,, 




 . (4.83) 
При повороте на любой угол 90о коэффициент сопротивления колена 
определяется по зависимости 
 ok 90
90

   или ak 90  . (4.84) 
Коэффициент а в зависимости (4.84) при  < 90о определяется по следу-
ющей формуле А.Я. Миловича: 
  sina . (4.85) 
Коэффициент а в зависимости (4.84) при  > 90о определяется по форму-
ле Б.Б. Некрасова: 
 o,,a 90
35070

 . (4.86) 
В [27] предложена эмпирическая формула, справедливая при R/D > 1, не-
сколько отличающаяся от формулы Б.Б. Некрасова: 
 





R
D
,, 190051090 . (4.87) 
И.Е. Идельчик [27] предлагает определять общий коэффициент по зави-
симости, предложенной Абрамовичем: 
 
трмk 
, (4.88) 
где т – коэффициент трения, который вычисляется как для прямых участков: 
 
D
R
,тр 01750 . (4.89) 
 определяется, например, по формуле Блазиуса. 
Коэффициент местного сопротивления определяется по следующей фор-
муле Абрамовича 
 111 CBAм , (4.90) 
где при  = 90о А1 = 1; при  < 70
о А1 = 0,9 sin ; при  > 100
о А1 = 0,7+0,35/90 
o; 
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В1 – коэффициент, учитывающий относительный радиус закругления R/D. 
При R/D > 1 его можно вычислить по формуле 
 
D
R
,
B
210
1  . (4.91) 
Для трубы круглого сечения С1 = 1. 
Пример 4.3.1. Расчет сопротивления аэродинамического тракта. 
Рассчитаем сопротивление аэродинамического воздушного тракта, пред-
ставленного на рис. 4.14. Тракт состоит из 8 участков. Участки 2, 4, 6, 8 пред-
ставляют собой прямолинейные трубопроводы, участки 1, 3, 5, 7 – это местные 
сопротивления – конфузор, колено, внезапное расширение, диафрагма. 
Пусть движется воздух с температурой t0 = 20 ºC, при этом задан расход 
воздуха Q = 0,6 м3/c. Давление снаружи перед входным сечением также задано: 
р0 = 101 325 Па. 
 
Рис. 4.14. Схема аэродинамического тракта 
Рассмотрим решение данной задачи. 
Сопротивление аэродинамического тракта найдется из сопротивлений 
отдельных i-х участков, т. е. как сумма местных сопротивлений и сопротивле-
ний по длине: 
Ø20
Ø15
Ø15 Ø30
200 
1000
R50
1500 1000 5000 
1 
2 
3 
4 5 6 7 8 
t0=20ºC 
p =101325 
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 


8
1i
ipp . (4.92) 
Как было показано выше, местные сопротивления находятся по формуле 
 
2
2
i
iiмi
w
p  . (4.93) 
Потери по длине определяются по зависимости Дарси – Вейсбаха 
 
2
2
ii
i
i
ii
w
D
L
p

 . (4.94) 
Коэффициенты сопротивления ζмi и ζi вычисляются для каждого конкрет-
ного случая по вышеприведенным формулам.  
Плотность воздуха перед входным сечением определится как 
 2041
152931287
1013250
0 ,,,RT
p


 кг/м3.  
Массовый расход воздуха найдется по зависимости 
 72206020410 ,,,QG   кг/с.  
Скорость воздушного потока можно найти из уравнения неразрывности 
constwFwFwFwFG iiiiii   111222111 . 
 
ii
i F
G
w

 . (4.95) 
Для вычисления коэффициентов сопротивления необходимо вычислить 
критерий Рейнольдса по зависимости 
 


 iiii
Dw
Re 1 . (4.96) 
В инженерных расчетах принято, что при скоростях воздушного потока 
менее 100 м/с сжимаемостью воздуха можно пренебречь. Например, при скоро-
сти воздушного потока w = 40 м/с динамическое давление будет не более 1 % 
от статического давления. 
950100
101325
1
2
40
2041100
1
2
2
0
2
0 ,,p
w
  %. 
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Сопротивление какого-то участка может быть большим, вследствие этого 
изменится статическое давление и в соответствии с уравнением состояния 
плотность воздуха. По этой причине в пределах i участка мы будем считать 
плотность воздуха постоянной, а плотность воздуха для каждого последующего 
i+1 участка найдется из уравнения состояния 
 
RT
pi
i
1
1

  . (4.97) 
Статическое давление для последующего i+1 участка, если пренебречь 
динамическим давлением, будем определять с учетом потерь давления на 
предыдущем участке по зависимости 
 iii ppp 1 . (4.98) 
Таким образом, чтобы найти сопротивление тракта, будем находить и 
суммировать сопротивление отдельных участков по вышеприведенной методи-
ке. 
В ячейках В2:B6 введем исходные данные. В ячейках В8:B11 вычислим 
абсолютную температуру, вязкость, плотность и массовый расход воздуха со-
ответственно по следующим формулам: 
t,T  15273 ,
 750
15273
00001730
,
,
T
, 




 , 
RT
p0
0  , 
0 QG . 
Во вспомогательных ячейках J18:N25 введем исходные геометрические 
параметры – диаметры входных D1i и выходных D2i сечений и длины участков 
Li. В выделенных ячейках K20 и L20 введем радиус колена R и угол поворота α. 
В ячейках M18:N25 введем формулы для вычисления площадей входных F1i и 
выходных F2i сечений. 
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В ячейки C18 и D18 введем значения начального давления р0 и плотности 
воздуха ρ0. В ячейке E18 введем формулу (4.95) для вычисления скорости w1. В 
ячейке F18 введем формулу (4.96) для вычисления критерия Рейнольдса Re1. 
В ячейке G18 введем формулу (4.75) коэффициента сопротивления кон-
фузора. Для упрощения формулы в ячейках P18, Q18 можно вычислить вспомо-
гательные величины α, n0. В ячейке H18 введем формулу (4.93) для вычисления 
местных потерь давления Δp1 на данном участке.  
В ячейке C19 введем формулу (4.98) =C18-H18 для вычисления статиче-
ского давления на следующем участке. Распространим формулы ячеек D18, 
E18, F18 для вычисления плотности, скорости и критерия Рейнольдса на ячейки 
D19, E19, F19. В ячейке G19 введем формулу Блазиуса (4.58) для вычисления 
коэффициента сопротивления для прямого участка. В ячейке H19 введем фор-
мулу Дарси – Вейсбаха (4.94) для вычисления потерь давления Δp2 по длине на 
втором участке (рис. 4.15). 
 
  127
Рис. 4.15. Расчет сопротивления тракта 
Для вычисления параметров потока на остальных участках распростра-
ним значение ячеек C19, D19, E19, F19 до ячеек C25, D25, E25, F25. В ячейках 
G20:G25 введем соответствующие формулы для вычисления коэффициентов 
сопротивлений, в ячейках G20:G25 формулы для вычисления потерь давления 
либо местных по формуле (4.93), либо по длине по формуле (4.94). Сопротив-
ление колен будем вычислять по формулам Б.Б. Некрасова (4.83), (4.84). После 
этого получим результат расчетов (рис. 4.15).  
Как следует из представленных данных, несмотря на малые скорости, 
плотность воздуха изменилась за счет сопротивления тракта с 1,204 до 
1,165 кг/м3, т. е. на 3,3 %. Если пренебречь этим изменением плотности, то 
можно вычислить коэффициент аэродинамического сопротивления тракта ζтр. 
08915
1192041
5331322
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

 . 
Знание этого коэффициента позволяет построить характеристику тракта, 
т. е. зависимость сопротивления тракта от расхода воздуха. 
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 . 
Данная зависимость справедлива при турбулентном режиме движения 
(т. е. при Re1 > 2300) и на графике имеет вид параболы. 
4.3.2. Подбор вентилятора 
По конструкции все вентиляторы можно разделить на радиальные (цен-
тробежные) и осевые. По ГОСТ 5976-90 вентиляторы можно разделить на вен-
тиляторы низкого (Pv < 1000 Па), среднего (1000 < Pv < 3000 Па) и высокого 
давления (3000 <Pv <12000 Па). Осевые вентиляторы, как правило, являются 
низконапорными.  
Рассмотрим зависимости, по которым определяются основные параметры 
вентиляторов по ГОСТ 10616-90. 
Полное давление Pv, Па, развиваемое вентилятором, определяется по за-
висимости 
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 0102 PPPv  , (4.99) 
где P02 – полное абсолютное давление на выходе из вентилятора, Па;  
P01 – полное абсолютное давление на входе в вентилятор, Па. 
Динамическое давление Pdv определяется по зависимости 
 2
2
2
1
2
1
в
в
dv cF
Q
P 





 , (4.100) 
где ρ – плотность газа, кг/м3; 
Q ‒ производительность вентилятора, м3/с; 
Fв – площадь выходного отверстия вентилятора, м
2; 
св – средняя расходная скорость на выходе из вентилятора, м/с, определя-
емая по формуле 
 
в
в F
Q
c  . (4.101) 
Статическое давление Psv определяется по формуле 
 dvvsv PPP  . (4.102) 
Окружная скорость рабочего колеса, u, м/с, находится по формуле 
 
60
Dn
u

 , (4.103)
 
где n – частота вращения колеса вентилятора, об./мин.;  
D – диаметр колеса вентилятора, м.  
Коэффициент полного давления находится по формуле 
 2
2
u
Pv

 . (4.104) 
Коэффициент производительности вентилятора находится по зависимо-
сти 
 
uD
Q
2
4

 . (4.105) 
Полезная мощность Nп, кВт, вентилятора определяется по формуле 
 
1000
QP
N vп  . (4.106) 
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Мощность N, кВт, потребляемая вентилятором, определяется по формуле 
 



 cosUI
QPN
N vп 3
1000
, (4.107) 
где η – КПД вентилятора; 
U – напряжение на двигателе, В;  
I – ток на двигателе, А;  
cos φ – косинус φ для данного трехфазного двигателя. 
Рассмотрим еще два критерия – коэффициент быстроходности ny и коэф-
фициент габаритности Dy: 
 43
21
138
.
.
yn


 , (4.108) 
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 . (4.109) 
Подбор вентилятора ведется по аэродинамическим характеристикам. Так 
называются зависимости Pv = f(Q), N = f(Q), η = f(Q) от расхода воздуха.  
Аэродинамические характеристики вентиляторов общего назначения 
обычно приводятся при стандартных условиях, т. е. при давлении 
р0 = 101 320 Па (760 мм. рт. ст.), температуре t = 20 ºC и относительной влажно-
сти 50 %. Характеристика для дымососов может приводиться при другой тем-
пературе, например, при t = 70 ºC или t = 100 ºC. При этом важно определить 
плотность технологических газов, которая может отличаться от плотности воз-
духа. Пересчет аэродинамических характеристик вентилятора на другую часто-
ту вращения, n', диаметр колеса, D', и другую плотность газа, ρ', ведется по сле-
дующим формулам: 
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  . (4.113) 
Рассмотрим пример подбора вентилятора и определения его основных 
параметров. 
Пример 4.3.2. Подбор вентилятора. 
Пусть, например, имеется технологический тракт, приведенный на 
рис. 4.14 в примере 4.2.4. Задан номинальный расход воздуха Q = 0,6 м3/с, его 
температура t = 20 ºC и определено аэродинамическое сопротивление тракта 
Δр = 3313,5 Па. Задана аэродинамическая характеристика тракта 
 269203 Q,)Q(p  . (4.114) 
Необходимо подобрать вентилятор и определить его основные парамет-
ры, затем произвести пересчет на температуру t = 70 ºC. 
Подбор вентилятора ведется по аэродинамическим характеристикам. По 
каталогу по значениям расхода и напора выбираем радиальный вентилятор 
ВР 125-28-5. Номер вентилятора (у нас № 5) соответствует диаметру ротора, 
выраженному в дециметрах, т. е. выбранный вентилятор имеет диаметр ротора 
D = 5 дм. В каталогах вентиляторов приводятся характеристики при различных 
оборотах. Например, при n = 1450 об./мин. и n = 2950 об./мин. Мы видим, что 
при малых оборотах давление вентилятора недостаточно, а при больших оборо-
тах избыточно. Поскольку современные вентиляторы имеют частотное регули-
рование, то наша задача состоит в том, чтобы подобрать число оборотов венти-
лятора, обеспечивающее необходимое давление и расход. В связи с этим доста-
точно ввести характеристику (значения расхода и соответствующие значения 
давления) для любой фиксированной частоты вращения. В ячейках А6:B15 и 
В6:B15 введем соответственно значения расхода и давления при 
n = 1450 об./мин. (рис. 4.16). 
В ячейках А3 и В3 введем значение температуры и частоты вращения, 
при которых снята характеристика. В ячейке С3 введем стартовое значение ис-
комых оборотов, например, 2000. В ячейке С6 введем формулу (4.110) 
  131
=B6*($C$4/$B$4)^2 для пересчета характеристики. Распространим формулу на 
ячейки С6:С15. Введем характеристику сети, т. е. полученную нами зависи-
мость (4.114). Для этого в ячейках Е6:Е13 введем значение расхода, а ячейке F6 
формулу =9203,6*E6^2. Распространим формулу на ячейки F6:F13.  
Теперь наша задача ‒ подобрать такое число оборотов n2, при котором 
расходу воздуха Q = 0,6 м3/с будет соответствовать давление Pv = 3313 Па. Для 
этого установим курсор в ячейку С7 и воспользуемся методом Подбор пара-
метра: установим в ячейке С7 значение 3313, изменяя ячейку С3. 
 
Рис. 4.16. Расчет аэродинамических характеристик вентилятора и тракта 
В результате в ячейке С3 получим искомое значение оборотов n2 = 2483 и 
характеристику вентилятора при данном числе оборотов (рис. 4.16). Построим 
графики характеристик вентилятора и тракта. Подберем соответствующие ли-
нии тренда. Для этого выберем полиномы второй степени. Точка пересечения 
характеристик вентилятора и сети при Q = 0,6 м3/с и Pv=3313 Па и есть рабочая 
точка (рис. 4.17).  
Рассчитаем остальные параметры вентилятора. КПД вентилятора при 
конкретных параметрах является уникальной характеристикой данной кон-
струкции вентилятора, поэтому возьмем его значение из каталога производите-
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ля вентилятора (η = 0,68), занесем это значение в ячейку D6. Тогда потребляе-
мая мощность найдется по формуле (4.107). Для этого в ячейку D8 введем фор-
мулу =A7*C7/D6/1000. Определим окружную скорость рабочего колеса u, м/с, 
по формуле (4.103). Для этого в ячейку D10 введем формулу =ПИ()*D4*C4/60. 
Определим плотность воздуха, используя уравнение состояния. Для этого в 
ячейку D12 введем формулу =1,292*273/(273+A4). Определим коэффициент 
полного давления ψ по формуле (4.104). Для этого в ячейку D14 введем форму-
лу =2*C7/1,2/(D10^2). 
 
Рис. 4.17. Аэродинамические характеристики  
вентилятора ВР 125-28-5 и тракта при t = 20 °С 
Определим коэффициент производительности вентилятора φ по формуле 
(4.105). Для этого в ячейку D16 введем формулу =4*A7/ПИ()/(D4^2)/D10. 
Определим коэффициент быстроходности ny по формуле (4.108). Для этого в 
ячейку Е15 введем формулу =138*D16^1,2/(D14^3.4). Определим коэффициент 
габаритности Dy по формуле (4.109). Для этого в ячейку F15 введем формулу 
=0,56*D14^1,4/(D16^1,2). На рис. 4.16 листинг расчета аэродинамических ха-
рактеристик вентилятора. 
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4.3.3. Стандартная диафрагма 
Стандартные диафрагмы широко применяются для измерения расхода га-
зов и жидкостей в качестве сужающего устройства. В настоящее время измере-
ние расхода регламентируется ГОСТ 8.563.(1–5)–2005, который является моди-
фицированным по отношению к международному стандарту ИСО 5167–1:2003. 
В соответствии с этим стандартом используются диафрагмы трех типов: 
ДКС – диафрагма камерная стандартная, устанавливаемая во фланцах 
трубопроводов с условным проходом диаметром Dy = 50–500 мм.  
ДБС – диафрагма бескамерная стандартная, устанавливаемая во фланцах 
трубопроводов с условным проходом диаметром Dy = 300–1000 мм.  
ДФК – диафрагма фланцевая, камерная, устанавливаемая во фланцах 
трубопроводов с условным проходом диаметром Dy = 20–40 мм.  
На рис. 4.18 приведена схема диафрагмы ДКС, которая состоит из корпу-
сов плюсовой 1 и минусовой 2 камер, диафрагмы 3 и патрубков 4, уплотни-
тельной прокладки 5. 
 
Рис. 4.18. Стандартная диафрагма типа ДКС:  
1 ‒ корпус плюсовой камеры; 2 ‒ корпус минусовой камеры;  
3 – диафрагма; 4 – патрубки; 5 ‒ уплотнительная прокладка 
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Через импульсные трубки с помощью дифференциального манометра из-
меряется перепад давления. Для того чтобы определить расход, необходимо 
измерить еще два параметра – температуру среды и абсолютное давление в 
трубопроводе перед диафрагмой. Схема измерения представлена на рис. 4.19. 
Часто вместо датчика абсолютного давления устанавливают датчик избы-
точного давления, это допускается ГОСТ. Однако при вычислении плотности 
газа в этом случае следует учитывать барометрическое давление. Его для дан-
ной местности допускается считать постоянным. В основе расчета расхода ле-
жит уравнение Бернулли с учетом потерь давления и сжимаемости среды.  
Рассмотрим методику расчета расхода газа с помощью стандартной диа-
фрагмы по ГОСТ 8.563.(1–5)–2005 на следующем примере.  
 
Рис. 4.19. Схема измерения расхода с помощью стандартной диафрагмы:  
1 – трубопровод; 2 – диафрагма; 3 – датчик дифференциального давления;  
4 – датчик абсолютного давления; 5 – датчик температуры;  
6 – вычислитель; 7 – вентильный блок 
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Пример 4.3.3. Расчет стандартной диафрагмы. 
Пусть заданы размеры сужающего устройства (СУ) при t = 20 ºC. Внут-
ренний диаметр трубопровода D20 = 80 мм, диаметр отверстия диафрагмы 
d20 = 60 мм. Тип диафрагмы ‒ диафрагма с угловым отбором давления. Пусть 
измеряется избыточное давление перед диафрагмой и его значение равно 
ри = 0,5 МПа, или 500 000 Па. Температура воздуха перед диафрагмой t = 60 ºC. 
Перепад давления на диафрагме Δр = 25 кПа, или 25 000 Па. Барометрическое 
давление ра = 750 мм. рт. ст., или ра = 750 133,32 = 99 990 Па. Необходимо 
найти расход воздуха и параметры диафрагмы. Стандартные условия следую-
щие: p0 = 101 325 Па; t = 20 ºC; ρс = 1,2041 кг/м
3. 
В ячейках D3:D16 введем исходные данные. В ячейках D18:D28 произве-
дем расчет значений промежуточных величин (рис. 4.20). Коэффициент изме-
нения диаметра отверстия, Ксу, и коэффициент изменения диаметра измери-
тельного трубопровода (ИТ), КТ, определяются соответственно: 
 )t(K tcycy 201  , (4.115) 
 )t(K tTT 201  . (4.116) 
Диаметр отверстия диафрагмы и диаметр измерительного трубопровода 
при рабочих условиях: 
 cyKdd 20 , (4.117) 
 
TKDD 20 . (4.118) 
Относительный диаметр отверстия β определится по формуле 
 D
d
 . (4.119) 
Абсолютное давление находят по зависимости 
 
аи рpp  . (4.120) 
Термодинамическая температура воздуха находится по формуле 
 t,T  15273 . (4.121) 
Динамическую вязкость воздуха при температуре Т можно определить по 
формуле Сазерленда (4.1). 
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Плотность при рабочих условиях, ρ, кг/м3, находят по формуле 
 
0
15293
p
p
T
,
c . (4.123) 
Если радиус входной кромки rн не превышает 0,0004 d, то по 
ГОСТ 8.563.(1–5)–2005 его принимают равным единице. В нашем случае это 
условие не выполняется, поэтому поправочный коэффициент определяется для 
новой диафрагмы по формуле 
 
60
0007773098260
,
н
п ,d
r
,K 




  . (4.124) 
В данной формуле rн и d вводятся в одинаковых единицах, например, в 
миллиметрах. Коэффициент шероховатости Кш = 1, если Ramin < Rш < Ramin. 
По международному стандарту ISO 5167-1:2003 в формуле поправочных 
коэффициентов Кш и Кп нет. Введение данных коэффициентов в ГОСТ позволя-
ет расширить область применения формулы. 
Коэффициент скорости входа, Е, определяется по формуле 
 41
1

E
. (4.125) 
Для определения расхода необходимо будет организовать итерационный 
процесс по числу Рейнольдса. Для этого задаем начальное значение числа Рей-
нольдса Re1 = 10
6. 
Коэффициент расширения находится по формуле 
  















 

k
p
p
,,,
1
84 11930256035101 . (4.126) 
Коэффициент истечения, С, определяется по зависимости Ридера – Хар-
риса – Галлахера. 
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Для углового отбора давления L1=L2=0 и зависимость коэффициента ис-
течения принимает вид 
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Для вспомогательного коэффициента А и коэффициента истечения С ис-
пользуется начальное значение критерия Рейнольдса Re1 из ячейки D31. 
Массовый расход воздуха, qm, кг/с, определяется по формуле 
     502 24 .пшm pEСKK/dq  . (4.128) 
В ячейке D31 введем формулу для вычисления критерия Рейнольдса 
 
D
q
Re m


4
. (4.129) 
В ячейке D39 введем формулу для вычисления невязки 
 ReRe  1 . (4.130) 
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Затем поместим курсор в ячейку D39 и вызовем итерационный метод 
Подбор параметра и установим параметры задачи:  
Установить в ячейке D39 значение 0, 
Изменяя значение ячейки D31.  
После выполнения итерационного процесса значение невязки станет рав-
ным нулю (рис. 4.20). 
Определим сопротивление диафрагмы по зависимости 
   p.  911 . (4.131) 
Результаты расчета представлены на рис. 4.20. 
Массовый расход воздуха при данных условиях составил 13211,qm   кг/с. 
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Рис. 4.20. Листинг расчета стандартной диафрагмы 
Объемный расход воздуха при стандартных условиях будет 3385cq  
м3/ч. 
4.3.4. Сегментная диафрагма 
Сегментные диафрагмы действующим ГОСТом не предусмотрены. Одна-
ко их целесообразно применять при запыленном воздухе на горизонтальных и 
наклонных участках, например на технологических установках после циклона 
или рукавного фильтра. На рис. 4.21 приведена схема сегментной диафрагмы. 
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Расчет сегментных диафрагм аналогичен, однако вместо относительного диа-
метра β используется модуль m. Под модулем диафрагмы понимается отноше-
ние площади живого сечения к площади трубопровода. 
Для круглых воздуховодов модуль можно определить по зависимости 
 



22a/D)-(1-12a/D)-(1-2a/D)-arccos(1
m . (4.132) 
Массовый расход воздуха, qm, кг/с, определится по формуле 
 pm
D
qm 

 2
4
2
, (4.133) 
где α – коэффициент расхода; 
ε – коэффициент, учитывающий сжимаемость;  
D – внутренний диаметр трубы, м;  
ρ – плотность воздуха, кг/м3;  
Δр – перепад давления на диафрагме, Па.  
Плотность газа (воздуха) будем определять из уравнения состояния 
 
0p
p
T
Tc
c , (4.134) 
где р ‒ абсолютное давление, Па;  
Т ‒ термодинамическая температура воздуха – находится по формуле 
(4.121). 
Стандартные условия: p0 = 101 325 Па; t = 20 ºC; ρс = 1,2041 кг/м
3. Абсо-
лютное давление находят по зависимости (4.120). 
Коэффициент ε, учитывающий сжимаемость, можно также определить по 
таблицам либо по формуле 
 pk
p
)m,,(

 23504101 , (4.135) 
где k – коэффициент адиабаты, для воздуха k = 1.4. 
Сопротивление (падение давления) сегментной диафрагмы находят по за-
висимости 
   pm  1 . (4.136) 
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Рис. 4.21. Схема сегментной диафрагмы 
Поскольку сегментные диафрагмы, как правило, работают в квадратич-
ной области, то коэффициент расхода α зависит только от модуля диафрагмы m. 
Обычно для сегментных диафрагм рекомендуют m <= 0,5. Однако поскольку 
сегментные диафрагмы устанавливают на газовых трактах низконапорных тех-
нологических установок, то желательно минимизировать потери давления на 
измерение, поэтому целесообразно выбирать модуль с большим значением. 
Проведен ряд исследований, которые подтвердили возможность использования 
сегментных диафрагм с модулем до m = 0,8. В работах [40, 44] приведены экс-
периментальные данные по коэффициенту расхода  для m > 0,5. Ниже приво-
дятся данные по коэффициенту расхода в этой области. 
Значение коэффициента расхода 
m 0,5 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 
 0,675 0,688 0,705 0,728 0,756 0,798 0,832 0,871 0,926 
По РД50-411-83 рекомендуется коэффициент расхода определять по за-
висимости  
 32 0069503237003427060850 m,m,m,,  . (4.137) 
Однако эта формула менее точна в области больших модулей, поэтому 
была подобрана аппроксимация полиномом четвертой степени 
Ø D 
а 
b<0.05·D 
A 
A 
A-A 
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 432 3453011310193100243060320 m,m,m,m,,  . (4.138) 
В табл. 4.2 приводятся сравнение экспериментальных данных и расчет-
ные данные по коэффициенту расхода в области 0,1 < m < 0,9. 
Таблица 4.2 
Значение коэффициента расхода 
m Эксперимент Аппроксимация РД50-411-83 
0,10 0,608 0,607 0,608 
0,15 0,611 0,611 0,611 
0,20 0,615 0,615 0,615 
0,25 0,620 0,621 0,620 
0,30 0,627 0,628 0,628 
0,35 0,636 0,636 0,636 
0,40 0,646 0,645 0,647 
0,45 0,659 0,657 0,659 
0,50 0,673 0,671 0,673 
0,55 0,688 0,688 0,689 
0,60 0,705 0,708 0,706 
0,65 0,728 0,731 0,725 
0,70 0,756 0,759 0,746 
0,75 0,798 0,792 0,768 
0,80 0,832 0,830 0,792 
0,85 0,871 0,874 0,818 
0,90 0,926 0,926 0,845 
Объемный расход воздуха qc, м
3/ч, приведенный к стандартным услови-
ям, определится по формуле 
 
c
m
c
q
q


3600
. (4.139) 
Рассмотрим пример расчета сегментной диафрагмы. 
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Пример 4.3.4. Расчет сегментной диафрагмы. 
Пусть задан внутренний диаметр трубопровода D = 800 мм, размер диа-
фрагмы в свету а = 600 мм. Среда – воздух. Измеряется избыточное давление 
перед диафрагмой ри = –4000 Па. Температура воздуха перед диафрагмой 
t = 20 ºC. Перепад давления на диафрагме Δр = 800 Па. Барометрическое давле-
ние ра = 750 мм. рт. ст., или ра = 750·133,32 = 99 990 Па. Необходимо найти 
расход воздуха, приведенный к стандартным и рабочим условиям. Стандартные 
условия: p0 = 101325 Па; t = 20ºC; ρс = 1,2041 кг/м
3. 
В ячейках D3:D10 введем исходные данные. В ячейках D12:D24 произве-
дем расчет искомых величин (рис. 4.22). 
В ячейку D12 введем формулу (4.132) для вычисления модуля m диа-
фрагмы. В ячейку D13 введем формулу (4.120) для вычисления абсолютного 
давления р: 
аи рpp  . 
Термодинамическую температуру воздуха найдем в ячейке D14 по фор-
муле (4.121): 
t,T  15273 . 
Динамическую вязкость воздуха при температуре Т определим в ячейке 
D15 по формуле (4.122) Сазерленда. 
23
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15273122
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,
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,
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  . 
Плотность при рабочих условиях ρ, кг/м3, находят в ячейке D16 по фор-
муле (4.123). 
0
15293
p
p
T
,
c . 
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Рис. 4.22. Листинг расчета сегментной диафрагмы 
Коэффициент расхода определим в ячейке D17 по формуле (4.138). Ко-
эффициент расширения определим в ячейке D18 по формуле (4.135). Массовый 
расход газа найдем по зависимости (4.133) в ячейке D19. Объемный расход воз-
духа, приведенный к стандартным условиям, найдем в ячейке D20 по зависимо-
сти (4.139). 
Объемный расход воздуха, приведенный к рабочим условиям, найдем в 
ячейке D21 по зависимости 

 mc
q
q
3600
. 
Потери давления на сегментной диафрагме найдем в ячейке D22 по зави-
симости (4.136). Критерий Рейнольдса найдем в ячейке D23 по зависимости 
(4.129). 
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Скорость w воздушного потока при рабочих условиях найдем в ячейке 
D23 из уравнения неразрывности по формуле 


2
4
D
q
w m . 
Расчет всех параметров приведен на листинге (рис. 4.22). 
4.4. Расчет сжимаемых потоков 
Прежде чем приступить к рассмотрению примеров прикладных задач для 
сжимаемых потоков, рассмотрим основные уравнения, такие как уравнение не-
разрывности, сохранения энергии, уравнение Бернулли, а также такие важные 
понятия, как скорость звука, число Маха, приведенная скорость.  
4.4.1. Основные уравнения для сжимаемых потоков 
Уравнение неразрывности 
Для вывода уравнений рассмотрим элементарную струйку газа 
(рис. 4.23). Рассмотрим некоторый участок элементарной струйки газа между 
двумя нормальными поверхностями тока сечениями 1 и 2. За бесконечно малый 
промежуток времени dτ струйка переместится в новое положение 1' и 2'. Расход 
газа через сечение 1 будет равен 
1111 dFwdG  , 
где ρ1 ‒ плотность газа, кг/м
3;  
w1 – скорость газа, м/с;  
dF1 – площадь поперечного сечения струйки, м
2, в сечении 1.  
Расход газа через сечение 2 будет равен 
2222 dFwdG  , 
где ρ2 ‒ плотность газа, кг/м
3;  
w2 – скорость газа, м/с;  
dF2 – площадь поперечного сечения струйки, м
2, в сечении 2.  
При отсутствии разрыва сплошности и накопления приток газа должен 
быть равен расходу: 
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constdGdG  21 . 
 
Рис. 4.23. Схема элементарной струйки газа 
Таким образом, уравнение неразрывности (сохранения массы) имеет сле-
дующий вид: 
 constwFG  , (4.140) 
где G – массовый расход газа, кг/c;  
ρ ‒ плотность газа, кг/м3;  
w – скорость газа, м/с;  
F – площадь поперечного сечения канала, м2. 
Уравнение неразрывности можно также записать в дифференциальной 
форме: 
 wFdFdwwdFdG . 
Если разделить обе части уравнения на расход газа G, то окончательно 
получим следующее уравнение: 
 



d
w
dw
F
dF
G
dG
. (4.141) 
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dF
dF
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2
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Уравнение сохранения энергии 
Согласно первому началу термодинамики, подведенные к газу тепловая 
энергия и работа сил давления расходуются на совершение технической рабо-
ты, работы сил трения, а также на увеличение запасов потенциальной, кинети-
ческой и внутренней энергии. Уравнение сохранения энергии газа для двух се-
чений 1–1 и 2–2 имеет вид 
 
.dG
ww
dG)UU(dG)zz(gdEdEdG
pp
dQ т
2
2
1
2
2
1212
2
2
1
1












 (4.142) 
Здесь слагаемые члены в левой части уравнения следующие: 
dQ ‒ количество тепла, подведенного к газу при его движении от сечения 
1–1 к 2–2 за время dτ, Дж; 
dG
pp








 2
2
1
1  ‒ работа сил давления за время dτ, Дж. 
Слагаемые члены в правой части уравнения: 
dE – техническая работа, совершенная газом за время dτ, Дж; 
dEт – работа на преодоление газом сил трения за время dτ, Дж; 
g(z2–z1)dG – изменение потенциальной энергии газа за время dτ, Дж; 
(U2–U1)dG – изменение внутренней энергии газа за время dτ, Дж; 
dG
ww
2
2
1
2
2   ‒ изменение кинетической энергии газа за время, dτ, Дж. 
Если разделить обе части уравнения на dG, получим уравнение для еди-
ницы массы 1 кг. 
 
2
2
1
2
2
1212
2
2
1
1 ww)UU()zz(gEE
pp
Q т










 . (4.143) 
Здесь введены обозначения: 
Q – тепло, подводимое к 1 кг газа на участке 1–2, Дж/кг;  
E – техническая работа, совершаемая 1 кг газа на участке 1–2, Дж/кг;  
Eт – работа сил трения, приходящаяся на 1 кг газа на участке 1-2, Дж/кг. 
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Приток тепла Qнар осуществляется извне за счет теплообмена и преобра-
зования в тепло работы сил трения Qвн = Eт. 
 вннар Q + Q =Q . (4.144) 
Внутренняя тепловая энергия U = cv T, где cv – удельная теплоемкость 
при постоянном объеме, Дж/(кг·град); cр – удельная теплоемкость при постоян-
ном давлении, Дж/(кг·град). 
Известен ряд соотношений: 
 R+c=c vр , (4.145) 
 T, cp=i  (4.146) 
 


p
URTUi , (4.147) 
где i – энтальпия (теплосодержание), Дж/кг. 
Тогда уравнение сохранения энергии (3.143) в форме уравнения теплосо-
держания примет следующий вид: 
 12
2
1
2
2
12 2
ii
ww
)zz(gEQнар 

 . (4.148) 
Это уравнение справедливо в независимости от сил трения. 
Если струю газа затормозить, то энтальпия газа примет значение i*, кото-
рое называется полным теплосодержанием и определяется зависимостью 
 
2
2w
ii*  . (4.149) 
Соответствующая температура газа называется температурой торможе-
ния, T*: 
 
p
*
c
w
TT
2
2
 . (4.150) 
Кроме того, 
p
*
*
c
i
T  , тогда уравнение (4.1484) при z2 = z1 примет вид 
 **нар iiEQ 12  . (4.151) 
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В дифференциальной форме уравнение сохранения энергии может быть 
записано в виде 
 
2
2w
ddUgdzdEdE
p
ddQ т 






 . (4.152) 
Уравнение Бернулли 
Согласно первому началу термодинамики, тепло, подводимое к газу, мо-
жет расходоваться только на повышение внутренней энергии и работу расши-
рения (деформации). 
 
 pddUdQ . (4.153) 
Вычитая из (4.152) равенство (4.153) и заменяя υ = 1/ρ, получим  
 тdE
dp
gdz
W
ddE 


2
2
. (4.154) 
Полученное выражение представляет собой дифференциальное уравне-
ние Бернулли в форме уравнения сохранения энергии. 
После интегрирования оно примет вид 
 тE
dp
)zz(g
ww
E 



 
2
1
12
2
1
2
2
2
.  (4.155) 
Если газ несжимаем и не совершает механическую работу, то из (4.155) 
можно получить следующую хорошо известную форму записи уравнения Бер-
нулли: 
 0
2 1212
2
1
2
2 

 тh)pp()zz(g
ww , (4.156) 
где первое слагаемое представляет собой изменение динамического напора, 
второе – изменение пьезометрического напора, третье – изменение статическо-
го давления, а hт ‒ потери напора на трение. 
Если плотность газа меняется, то необходимо вычислять интеграл с уче-
том уравнения состояния, по которому протекает процесс. 
При изотермическом процессе (Т = const) p/ρ = RT = const, т. е.  
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1
1 p
p
 , 
и интеграл примет следующий вид: 
1
2
1
1
2
11
1
2
1 p
p
ln
p
p
dppdp




  . 
Уравнение Бернулли для изотермического процесса примет вид 
 тEp
p
ln
p
)zz(g
ww
E 




1
2
1
1
12
2
1
2
2
2
. (4.157) 
При адиабатическом процессе p/ρk = const, k – показатель адиабаты (для 
воздуха k = 1.4), т. е.  
k
p
p
1
1
1 





 , 
и интеграл Бернулли запишется следующим образом: 




















 11
1
1
2
1
1
2
1
k
k
p
pp
k
kdp
. 
Уравнение Бернулли для адиабатического процесса примет вид 
 т
k
k
E
p
pp
k
k
)zz(g
ww
E 





















1
12
1
1
2
1
1
12
2
1
2
2 . (4.158) 
Уравнение Бернулли для политропического процесса имеет такой же вид, 
только вместо показателя адиабаты k надо использовать показатель политро-
пы n. 
Для газа изменением пьезометрического напора часто можно пренебречь, 
тогда уравнение Бернулли в дифференциальной форме запишется в виде 
 
тdEw
dw
w
dp
dE 

 2
. (4.159) 
Рассмотрим пример на решение задач с использованием уравнения Бер-
нулли в форме сохранения механической энергии. 
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Пример 4.4.1. Расчет теоретической мощности компрессора. 
Одноступенчатый поршневой компрессор всасывает воздух с производи-
тельностью Q = 360 м3/ч (при условиях всасывания) при барометрическом дав-
лении pa = 740 мм. рт. ст., температуре t = 15 ºС и сжимает его до давления 
р2 = 0,7 МПа. Определить теоретическую мощность компрессора при изотер-
мическом, адиабатическом и политропическом сжатии с показателем политро-
пы n = 1,25. Определить температуру воздуха в конце сжатия и массовый рас-
ход.  
В ячейках А3:D3 введем исходные данные: расход воздуха, давление на 
входе и выходе из компрессора, удельную газовую постоянную для воздуха. В 
ячейках А5:D5 введем давление и плотность при стандартных условиях, пока-
затели адиабаты и политропы (рис. 4.24).  
Если пренебречь скоростным и пьезометрическим напором (для компрес-
сора это очень малые значения) и внутренними потерями на трение, то уравне-
ние Бернулли (4.157) для изотермического процесса примет вид 
 
1
2
1
1
p
p
ln
p
E

 . (4.160) 
Это механическая работа сжатия, совершаемая над одним килограммом 
газа. Тогда теоретическая мощность компрессора Nи, Вт, для изотермического 
процесса найдется как произведение E, Дж/кг, на массовый расход qm, кг/с. 
 
1
2
1111 p
p
lnpqEqEqN mи  . (4.161) 
Соответственно для адиабатического процесса и политропического про-
цесса теоретическая мощность найдется по зависимостям 
 



















1
1
1
1
2
11
k
k
а p
p
qp
k
k
N , (4.162) 
 



















1
1
1
1
2
11
n
n
п p
p
qp
n
n
N . (4.163) 
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В ячейке А7 введем значения температуры всасываемого воздуха. В 
ячейке В7 вычислим термодинамическую температуру по формуле 
t,T  15273 . 
В ячейке С7 вычислим плотность воздуха по условиям всасывания по 
уравнению состояния 
1
1
1 RT
p
 . 
В ячейке D7 вычислим массовый расход воздуха на всасывающем па-
трубке компрессора по формуле 
13600

Q
qm . 
В ячейке А9 вычислим объемный расход воздуха на всасывающем па-
трубке компрессора по формуле 
36001
Q
q  . 
В ячейках B9, C9, D9 введем формулы (4.161), (4.162), (4.163) для вычис-
ления полезной мощности соответственно для изотермического, адиабатиче-
ского и политропического процессов. Для того чтобы перевести мощности в 
киловатты, умножим полученные значения на 0,001. 
 
Рис. 4.24. Расчет теоретической мощности компрессора 
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При изотермическом процессе температура не меняется. При адиабатиче-
ском сжатии термодинамическая температура воздуха в конце сжатия найдется 
по формуле 
k
k
p
p
TT
1
1
2
12







 . 
Аналогично вычисляется температура при политропическом процессе. 
Для этого надо заменить показатель адиабаты на показатель политропы. Введем 
соответствующие формулы в ячейки B10, C10, D10. В ячейки B11, C11, D11 
введем формулы для вычисления температуры в градусах Цельсия. 
15273,Tt  . 
Уравнение количества движения 
Если расстояние между сечениями dx, то в дифференциальной форме 
уравнение количества движения будет иметь вид 
 dPdPFdpGdw т  , (4.164) 
где dPт – сила бокового трения, Н; 
dP – сила, совершающая техническую работу, Н. 
Разделив на F обе части уравнения, получим 
 
F
dP
F
dP
dpdw
F
G т  . (4.165) 
В интегральной форме для цилиндрической струйки уравнение количе-
ства движения примет вид 
  
F
P
F
P
PPww
F
G т  2112 . (4.166) 
Скорость звука. Числа М и λ 
Скорость звука определяется соотношением 
 




d
dpkp
kRTa . (4.167) 
Если газ заторможен (w = 0) и температура заторможенного газа равна Т*, 
то скорость звука при параметрах торможения будет 
** kRTa  . 
  154
Предельно возможную максимальную скорость газа wmax можно найти, 
воспользовавшись выражением (4.168) для полного теплосодержания, когда 
полное теплосодержание целиком преобразуется в кинетическую энергию (теп-
лосодержание в потоке равно нулю, i = 0): 
*max i
w

2
2
 
откуда 
 *p
*
max Tciw 22  . (4.168) 
Напомним, что для воздуха cр = 1005 Дж/(кг·град) и максимальная ско-
рость газа wmax примет значение 
 *
max T,w 844 . (4.169) 
Числом Маха называется отношение скорости потока (местной) к скоро-
сти звука (местной): 
 a
w
M 
. (4.170) 
Если обе части уравнения (4.149) поделить на i*, то получим выражение 
**
*
i
w
i
ii
2
2

 . 
Если воспользоваться следующими тремя известными соотношениями: 
*
p
* Tci  , vp ccR  ,
v
p
c
c
k  , 
то получим уравнение 
 2
1
2
1
2
22 



 k
a
wk
kRT
w
T
TT
***
*
.
 (4.171) 
Аналогично, если обе части уравнения (4.150) поделить на i, то получим 
выражение 
 2
1
2
1
2
22 



 k
a
wk
kRT
w
T
TT *
. (4.172) 
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Воспользовавшись числом Маха, получим 
 
2
2
1
M
k
T
TT* 


. (4.173) 
Режим движения газа, при котором скорость потока равна скорости звука, 
т. е. М = 1, называют критическим, ему соответствуют следующие критические 
параметры: 
 
1
2


k
TT *кр ; (4.174) 
 *кр RTk
k
k
aa
1
2
1
2



 . (4.175) 
Приведенной скоростью называют отношение скорости потока к крити-
ческой скорости звука: 
 
*кр RT
k
k
w
a
w
1
2

 . (4.176) 
Можно показать, что 
 2
1
1
1 



k
k
T
T
*
, (4.177) 
откуда следует связь приведенной скорости с числом Маха 
 
2
2
2
1
1
1
1
2






k
k
kM  (4.178) 
и 
 
2
2
2
2
1
1
2
1
M
k
M
k



 . (4.179) 
Пример 4.4.2. Расчет параметров сжимаемого потока воздуха. 
Определить скорость звука, критическую скорость, максимальную ско-
рость, критическую температуру воздуха при параметрах торможения (затор-
моженного воздуха в ресивере) при температурах t1 = –20 ºC, t2 = 20 ºC, 
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t3 = 200 ºC. Определить приведенную скорость, температуру, скорость звука и 
число Маха при скорости воздушного потока w1 = 0 м/с, w2 = 10 м/с, 
w3 = 100 м/с, w4 = 300 м/с, w5 = 500 м/с.  
В ячейки A3, B3, C3 введем константы для воздуха – соответственно 
удельную газовую постоянную R, коэффициент адиабаты k, удельную теплоем-
кость при постоянном давлении cp. В ячейки A5, А12, А19 введем исходные 
данные ‒ температуры заторможенного воздуха t1 = –20 ºC, t2 = 20 ºC, 
t3 = 200 ºC. В ячейках B6:F6 введем скорости воздушного потока w1 = 0 м/с, 
w2 = 10 м/с, w3 = 100 м/с, w4 = 300 м/с, w5 = 500 м/с (см. рис. 4.25). 
В ячейке B5 вычислим термодинамическую температуру заторможенного 
газа 
1527311 ,tT
*  . 
В ячейке С5 вычислим скорость звука в заторможенном воздухе по фор-
муле 
** kRTa  . 
В ячейке D5 вычислим критическую скорость для данной температуры 
торможения по формуле (4.175): 
*
кр RTk
k
a
1
2

 . 
В ячейке Е5 вычислим максимальную скорость газа wmax для данной тем-
пературы торможения по формуле (4.168): 
*
pmax Tcw 2 . 
В ячейке F5 вычислим критическую температуру для заданной темпера-
туры торможения по формуле (4.174): 
1
2


k
TT *кр . 
В ячейке B7 вычислим приведенную скорость по формуле (4.176). 
крa
w
 . 
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Рис. 4.25. Расчет параметров воздушного потока 
Распространим формулу на ячейки С7:F7 и получим значение приведен-
ной скорости для соответствующих скоростей воздушного потока и температу-
ры торможения (рис. 4.25). 
В ячейку B8 введем формулу для вычисления температуры потока 
*T
k
k
T 


 


 2
1
1
1 . 
Распространим формулу на ячейки С8:F8. 
В ячейку B9 введем формулу для вычисления скорости звука 
kRTa  . 
Распространим формулу на ячейки С9:F9. 
В ячейку B10 введем формулу для вычисления числа Маха 
a
w
M  . 
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Распространим формулу на ячейки С10:F10. 
Затем перенесем эти формулы для других температур торможения на об-
ласть ячеек B13:F16 и B19:F22 и получим результаты (см. рис. 4.25). 
Приведенные решения показывают, что увеличение температуры приво-
дит к увеличению скорости звука и максимально возможной скорости потока.  
4.4.2. Газодинамические функции 
Расчет газовых потоков удобно вести с помощью газодинамических 
функций, которые связывают параметры потока с параметрами торможения и 
приведенной скоростью: 
 2
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1
1 


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k
k
T
T
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, (4.180) 
 
1
1
2
1
1
1






 






k
* k
k
)( , (4.181) 
 
12
1
1
1






 



k
k
* k
k
p
p
)( , (4.182) 
 
1
1
21
1
1
1
1
2
1 





 







 
kk
k
kk
)(q , (4.183) 
 
2
1
1
1
1
12
1










 




k
k
k
)(
)(q
)(y
k
. (4.184) 
С помощью газодинамических функций можно выразить расход газа G, 
кг/с, в произвольном сечении F: 
 
** T
)(pFy
m
T
)(Fq*p
mwFG



 , (4.185) 
где p* ‒ абсолютное давление заторможенного газа Па;  
T* ‒ абсолютная температура заторможенного газа,  
параметр m определяется по формуле 
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
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k
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k
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. (4.186) 
Для воздуха параметр m = 0,0404 м–1·с∙К0.5. Для звукового и сверхзвуко-
вого сопла для критического сечения (узкого) 11  )(q,  формула (4.185) 
примет вид 
 
*
*
T
Fp
,G 04040 . (4.187) 
Уравнение неразрывности через газодинамические функции будет иметь 
следующий вид: 
 const
T
)(qFp
T
)(qFp
*
*
*
*




2
222
1
111 . (4.188) 
Если известно статическое давление, то формула (4.188) примет вид 
 const
T
)(yFp
T
)(yFp
**




2
222
1
111  (4.189) 
Сумму секундного количества движения и силы давления газа в сечении 
потока называют импульсом потока I. 
 )(zGa
k
pFGwI кр
k
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
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

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или 
 )(z)(pFy
k
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

1
)(z , (4.193) 
где z(λ) ‒ газодинамическая функция, имеющая два корня. Первый корень λ1 
соответствует дозвуковой скорости движения потока, второй корень λ2 соответ-
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ствует сверхзвуковой скорости. Заметим, что эта функция не зависит от показа-
теля адиабаты. Рассмотрим пример расчета газодинамических функций. 
Пример 4.4.3. Расчет газодинамических функций. 
Рассчитать газодинамические функции   k    ,   k    , 
  k    , q(k,  ), y(k,  ) в диапазоне приведенных скоростей 0 < λ < 2,42. 
Построить графики газодинамических функций. 
В ячейки A3:A14 введем исходные значения приведенной скорости λ, для 
которых требуется вычислить газодинамические функции (рис. 4.26).  
В ячейку В3 введем формулу (4.180) для вычисления газодинамической 
функции τ(k, λ).  
В ячейку С3 введем формулу (4.181) для вычисления газодинамической 
функции ε(k, λ).  
В ячейку D3 введем формулу (4.182) для вычисления газодинамической 
функции π(k, λ).  
В ячейку E3 введем формулу (4.183) для вычисления газодинамической 
функции q(k, λ).  
В ячейку F3 введем формулу (4.184) для вычисления газодинамической 
функции y(k, λ).  
 
Рис. 4.26. Расчет газодинамических функций 
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Распространим формулы ячеек В3:F3 вниз до ячеек В14:F14 и получим 
значение газодинамических функций (см. рис. 4.26). 
По данным полученной таблицы построим графики изменения газодина-
мических функций (рис. 4.27).  
Из представленных графиков мы видим, что функции τ(k, λ), ε(k, λ), 
  k     убывают от 1 до 0. Функция q(k,   ) имеет максимум при λ = 1, а 
y(k,  ) – возрастающая функция. 
 
Рис. 4.27. Графики газодинамических функций 
4.4.3. Движение сжимаемого газа по трубе 
Если газом не производится техническая работа, то уравнение Бернулли в 
дифференциальной форме имеет вид 
 тdEw
dw
w
dP


 20 . (4.194) 
Запишем уравнение состояния в дифференциальной форме: 
   TddTRdP . (4.195) 
Если труба имеет постоянное сечение F = const, то уравнение неразрыв-
ности в дифференциальной форме примет вид 
 
w
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Если воспользоваться выражением для скорости звука и уравнениями 
(4.195), (4.196), то уравнение Бернулли примет вид 
 0
2
2 







 тdEw
dw
k
a
wRdT . (4.197) 
Из уравнения теплосодержания следует: 
 
p
*
c
w
TT
2
2
 . (4.198) 
Поскольку теплообмена с окружающей средой не происходит и газ не со-
вершает техническую работу, то из (4.198) вытекает, что 
 0
2

wc
dww
dTdT
p
* . (4.199) 
С учетом уравнения (4.199) уравнение (4.198) примет вид 
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Учитывая, что R = cp-cv и k = cp/cv, уравнение (4.200) примет вид 
   01
2
2  тdE
a
k
w
dw
M . (4.201) 
Здесь dEт – работа сил трения, совершаемая при перемещении газа на 
расстояние dx, отнесенная к одному килограмму газа, Дж/кг. 
Эту работу можно выразить, если воспользоваться известным уравнением 
Дарси Вейсбаха для определения потерь на трение: 
 
2
2w
D
dx
)P(d т

 , (4.202) 
где ζ – коэффициент трения в трубе. 
Если выделить участок dx, то масса газа, находящаяся в нем, определится 
как 
FdxdG  . 
Работа силы трения найдется по формуле 
 
2
2w
D
dx
dG
dx)P(Fd
dE тт  . (4.203) 
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Уравнение (4.201) примет вид 
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2  . (4.204) 
Из постоянства критической скорости в трубе следует, что 
 

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w
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. (4.205) 
Переходя в уравнении (4.204) к приведенной скорости λ, используя связь 
числа Маха с приведенной скоростью, получим 
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Интегрирование уравнения (4.206) при ζ = const дает соотношение 
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где λ1 ‒ приведенная скорость в начале трубы при x = 0; λ2 ‒ приведенная ско-
рость в конце трубы при x = L. 
Величину, стоящую в правой части уравнения (4.207), называют приве-
денной длиной χ . 
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Если ввести функцию 2
2
ln
1
)( 

 , то уравнение (4.207) примет вид 
  )()( 21 . (4.209) 
Обычно задан перепад давления на входе и выходе трубы. Так, при исте-
чении через трубу из сосуда с давлением p* в среду с давлением pн перепад дав-
ления П = p*/pн. Статическое давление на выходе равно давлению наружной 
среды: P2 = pн. 
Воспользуемся уравнением неразрывности в виде 
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*
T
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T
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При адиабатическом движении газа ** TT 21   по трубе постоянного сече-
ния F1 = F2 уравнение (4.210) имеет вид 
 )(Пq
p
)(qp
)(y
н
*
1
11
2 

 . (4.211) 
Таким образом, движение сжимаемого газа по трубе при наличии трения 
описывается системой уравнений 
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При заданном перепаде давлений мы имеем систему двух нелинейных 
уравнений с двумя неизвестными λ1 и λ2. Решив эту систему, мы найдем приве-
денные скорости в начальном и конечном сечениях. Далее с использованием 
газодинамических функций можно найти параметры газа – статическое давле-
ние, температуру, скорость, плотность, а также массовый расход газа. 
Пример 4.4.4. Движение сжимаемого газа по трубе. 
Пусть воздух вытекает из ресивера в атмосферу через трубу длиной 
L = 1000 м и внутренним диаметром D = 0,1 м (рис. 4.28). Коэффициент трения 
в трубе принять постоянным: ς = 0,018. Температура заторможенного воздуха 
на входе Т1
* = 293. Абсолютное статическое давление в конце трубы снаружи 
p2 = p0 = 101325 Па. 
Давление в ресивере поддерживается постоянным. Определить зависи-
мость расхода воздуха, скорости воздушного потока в начале и конце трубы от 
перепада давления П = p1
*/p2. Диапазон изменения отношения давлений от 1,5 
до 5,5 с шагом 0,5. 
В ячейки A3:G3 введем исходные данные – значения следующих пара-
метров: удельную газовую постоянную для воздуха R, Дж/(кг·K); коэффициент 
адиабаты k; температуру заторможенного газа в ресивере T*1, K; атмосферное 
давление снаружи, p0, Па; длину трубы L, м; внутренний диаметр трубы, D, м; 
коэффициент сопротивления, ζ. 
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В ячейке H3 вычислим приведенную длину по формуле 
D
L
k
k
1
2

 . 
Для того чтобы решить задачу, необходимо решать нелинейную систему 
уравнений (4.212) при каждом значении отношений давления П = p*/p0. Однако 
мы организуем итерационный процесс с помощью встроенного метода Excel.  
 
Рис. 4.28. Схема к расчету процесса истечения воздуха из ресивера по трубе в атмосферу 
Алгоритм решения будет следующий: 
Задаем значение приведенной скорости λ1 во входном сечении трубы. 
Поскольку режим движения дозвуковой, то начальное значение приведенной 
скорости должно быть выбрано в диапазоне 0 < λ1 <1, например, λ1 = 0,05. Далее 
вычисляем значение массового расхода воздуха по зависимости  
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)(Fq*p
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1
11  .  (4.213) 
Затем вычисляем значение газодинамической функции y(λ2), которое вы-
текает из уравнения неразрывности (4.211):  
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Газодинамическая функция y(λ2) представляет собой квадратное уравне-
ние относительно λ2. 
p1* 
T1* 
L=1000 
D=0.1 
p2=p0 
1 2 
w2 w1 
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Отсюда находим дозвуковой корень λ2 по зависимости 
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где коэффициент А находится по зависимости 
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Затем вычисляем невязку по формуле 
   )()(ABS 21 . (4.218) 
После этого используем встроенный метод Excel Подбор параметра, для 
этого минимизируем невязку Δ = 0, изменяя заданное значение приведенной 
скорости λ1. Для реализации данного алгоритма введем в ячейки соответству-
ющие формулы. В ячейки A5:А13 введем значения отношения давлений в диа-
пазоне от 1,5 до 5,5 с шагом 0,5. В ячейки В5:В13 введем начальные значения 
приведенной скорости λ1 = 0,05. В ячейку D5 введем формулу (4.183) для вы-
числения газодинамической функции q(λ1). 
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В ячейку Е5 введем формулу (4.184) для вычисления газодинамической 
функции y(λ2) (при вводе зависимостей, пока не все формулы и значения введе-
ны, не обращаем внимания на результат вычислений). 
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В ячейки F5 и G5 введем формулы (4.209) для вычисления газодинамиче-
ских функций φ(λ1) и φ(λ2).  
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В ячейку H5 введем формулу (4.213) для вычисления массового расхода  
*T
)(Fq*p
mG
1
11  .  
В ячейки I5 и J5 введем формулы для вычисления скоростей воздушного 
потока 
крaw 11   и крaw 22  . 
В ячейку К5 введем формулу (4.218) для вычисления невязки 
 )()( 21 . 
В ячейку L5 введем формулу (4.217) для вычисления вспомогательного 
коэффициента А. 
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Теперь в ячейку С5 введем формулу (4.216) для вычисления приведенной 
скорости λ2 в выходном сечении  
1
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После этого установим курсор в ячейку К5 и вызовем метод Подбор па-
раметра и установим следующее задание: 
Установить в ячейке К5 
Значение 0, 
Изменяя значение ячейки $B$5.  
Далее нажмем клавишу ОK. 
После этого произойдет поиск и нахождение корня уравнения, и мы 
определим значение приведенной скорости λ1 в начальном сечении. При этом 
невязка примет нулевое значение. Распространим формулы ячеек В5:L5 вниз до 
ячеек В13:L13. Повторим процедуру подбора параметра от ячейки К5 до ячейки 
К13 и получим результат решения задачи (см. рис. 4.29). Построим графики из-
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менения массового расхода воздуха, графики изменения скоростей воздушного 
потока в начальном и конечном сечении трубы (рис. 4.30, 4.31). 
 
Рис. 4.29. Листинг решения задачи истечения воздуха из ресивера по трубе в атмосферу 
 
Рис. 4.30. График зависимости массового расхода воздуха  
от отношения давлений в начале и конце трубы 
При увеличении давления в сосуде, как показывает график, скорость по-
тока в выходном сечении растет. При достижении определенного давления 
р1
* = ркр скорость w2 в выходном сечении станет равна скорости звука.  
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0П=p 1 */p 0
G, кг/c
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При дальнейшем увеличении давления р1
* в сосуде скорость w2 в выход-
ном сечении повышаться не будет и останется равной скорости звука. 
 
Рис. 4.31. График зависимости скоростей воздушного потока  
в начальном и конечном сечениях от отношения давлений П 
Однако статическое давление p2 в выходном сечении начнет расти. Мас-
совый расход воздуха также продолжит рост прямо пропорционально р1*. Кон-
кретное значение ркр будет зависеть от приведенной длины χ, определяемой по 
зависимости (4.19). Рассмотрим пример на определение критического давления 
при движении сжимаемого газа по трубе. 
Пример 4.4.5. Определение критических параметров при движении сжи-
маемого газа по трубе.  
Пусть заданы длина трубы L = 100 м, внутренний диаметр трубы 
D = 0,1 м, коэффициент трения в трубе ζ = 0,018, температура воздуха на входе 
Т* = 293 К, абсолютное статическое давление в конце трубы снаружи 
p2 = p0 = 101 325 Па. Определить критическое давление ркр
* во входном сечении 
и соответствующее отношение давлений П = p1
*/p0.  
0.0
20.0
40.0
60.0
80.0
100.0
120.0
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0П=p 1 */p 0
w1 , w 2
w1, м/c w2, м/c
  170
Для решения поставленной задачи организуем итерационный процесс с 
помощью встроенного метода Excel.  
Алгоритм решения будет следующий: 
Задаем значение приведенной скорости λ2 = 1 в выходном сечении трубы 
и находим значение газодинамической функции y(λ2 = 1) по формуле (4.166). 
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Далее вычисляем значение массового расхода воздуха по зависимости  
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Затем задаем стартовое значение приведенной скорости λ1 < 1 во входном 
сечении и вычисляем значение газодинамической функции q(λ1) по формуле 
(4.165). 
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Вычисляем искомое давление из уравнения неразрывности для входного 
сечения 
Fm)(q
TG
p
*
*
1
1
1 
 . 
Далее вычисляем газодинамические функции φ(λ1) и φ(λ2):  
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Вычисляем невязку по формуле (4.200): 
  )()(ABS 21 . 
После этого используем встроенный метод Excel Подбор параметра, для 
этого минимизируем невязку Δ = 0, изменяя заданное значение приведенной 
скорости λ1. 
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Для реализации данного алгоритма введем в ячейки A3:Е3 исходные дан-
ные – значения следующих параметров: удельную газовую постоянную для 
воздуха R, Дж/(кг·K); коэффициент адиабаты k ; температуру заторможенного 
газа в ресивере,T*1, К; атмосферное давление снаружи p0, Па; параметр m. В 
ячейки A5:С5 введем значение внутреннего диаметр трубы D, м; формулу для 
вычисления площади сечения F, м2; коэффициент сопротивления ζ. В ячейку 
A7 введем длину трубы L, м.  
В ячейку В7 введем формулу для приведенной длины 
D
L
k
k
1
2

 . 
В ячейку D7 введем стартовое значение приведенной скорости во вход-
ном сечении λ1=0,3. В ячейку Е7 введем значение приведенной скорости в вы-
ходном сечении λ2=1. 
В ячейку В9 введем формулу для вычисления газодинамической функции 
q(λ1) по формуле (4.165). В ячейку С9 введем формулу для вычисления газоди-
намической функции y(λ2). 
В ячейку С7 введем формулу для вычисления массового расхода воздуха 
по зависимости 
*T
Fp
mG
1
0 .  
В ячейку D5 введем формулу для вычисления искомого по зависимости 
Fm)(q
TG
*p
*
1
1
1 
 . 
В ячейку Е5 введем формулу для определения перепада давления 
П = p1
*/p0. 
В ячейки D9 и F9 введем формулы (4.166) для вычисления газодинамиче-
ских функций φ(λ1) и φ(λ2): 
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В ячейку А9 введем формулу для вычисления невязки 
 )()( 21 . 
После этого установим курсор в ячейку А9 и вызовем метод Подбор па-
раметра и установим следующее задание: 
Установить в ячейке А9 
Значение 0, 
Изменяя значение ячейки $D$7.  
Далее нажмем клавишу ОK. 
После этого произойдет поиск и нахождение корня уравнения, и мы 
определим значение приведенной скорости λ1 в начальном сечении. При этом 
невязка примет нулевое значение (рис. 4.32). В ячейке С7 определится массо-
вый расход G = 1,879 кг/с, в ячейке D5 определится искомое критическое дав-
ление р1* = ркр = 328 021 Па, а в ячейке Е5 вычислится отношение перепада 
давления П = p1
*/pн = 3,237. 
 
Рис. 4.32. Листинг решения задачи определения критического давления  
при движении сжимаемого газа по трубе 
Рассмотрим еще один пример по определению параметров при движении 
сжимаемого газа по трубе. 
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Пример 4.4.6. Изменение параметров газа по длине трубы. 
Пусть заданы длина трубы L = 1000 м, внутренний диаметр трубы 
D = 0,1 м, коэффициент трения в трубе ζ = 0,018, температура воздуха на входе 
Т* = 293 К, абсолютное статическое давление в конце трубы и снаружи 
p2 = p0 = 101 325 Па. Пусть также задано отношение давлений П = p1
*/p0 = 5,5. 
Найти изменение скорости воздушного потока, w(х), плотности ρ(х) и темпера-
туры Т(х) и потерь давления по длине трубы. 
Массовый расход газа определится по методике, описанной в примере 
4.4.4. G = 1,094 кг/с. Введем в ячейки A3:I3 исходные данные – значения сле-
дующих параметров: удельную газовую постоянную для воздуха R, Дж/(кг·K), 
коэффициент адиабаты k, температуру заторможенного газа в ресивере T*1, K, 
атмосферное давление снаружи p0, Па, перепад давления П = p1
*/p0, внутренний 
диаметр трубы D, м, длину трубы L, м, коэффициент сопротивления ζ, параметр 
m. В ячейку A7 введем формулу для вычисления полного давления в начальном 
сечении  
Пp*p 01  . 
В ячейке В7 вычислим критическую скорость для данной температуры 
торможения по формуле (4.157). 
*
кр RTk
k
a 11
2

 . 
В ячейку D7 введем вычисленное в примере 4.4.4 значение массового 
расхода воздуха G = 1,0943 кг/с. 
В ячейки D5 и E5 введем вычисленные в примере 4.4.4 значения приве-
денной скорости λ1 = 0,0673 и λ2 = 0,3612. 
В ячейку F3 введем формулу для приведенной длины 
D
L
k
k
1
2

 . 
В ячейки G5 и H5 введем формулы для определения скоростей воздушно-
го потока в начальном и конечном сечениях  
крaw 11   и крaw 22  . 
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В ячейку F3 введем формулу для определения площади сечения трубы 
F, м2. В ячейки A7:А17 введем значения текущей длины х, м, в диапазоне от 0 
до 1000 с шагом 100 м. В ячейку В7 введем формулу для определения текущего 
значения приведенной длины 
D
x
k
k
1
2


. 
Скопируем формулу в ячейки В8:В17. 
 
Рис. 4.33. Листинг решения задачи определения параметров движения  
сжимаемого газа по длине трубы 
В ячейку С7 введем начальное значение приведенной скорости в текущем 
сечении трубы λ(x) = 0.05. Скопируем начальное значение в ячейки С8:С17. В 
ячейку D7 введем формулу для определения скорости потока w(x) в текущем 
сечении трубы. 
крa)x()x(w  . 
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В ячейку Е7 введем формулу для определения плотности газа, ρ(x), в те-
кущем сечении трубы. 
F)x(w
G
)x(  . 
В ячейку F7 введем формулу для определения температуры газа, Т(x), в 
текущем сечении трубы. 
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В ячейку G7 введем формулу для определения газодинамической функ-
ции φ(λ(х)).  
  2
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)x(ln
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В ячейку Н7 введем формулу для вычисления невязки 
  )x()x()(  1 . 
В ячейку I7 введем формулу для определения статического давления газа 
в текущем сечении р(х) по уравнению состояния (см. рис. 4.33). 
R)x()x(T)x(p  . 
После этого установим курсор в ячейку Н7 и вызовем метод Подбор па-
раметра и установим следующее задание: 
Установить в ячейке Н9 
Значение 0, 
Изменяя значение ячейки $С$7.  
Далее нажмем клавишу Ok. 
После этого произойдет поиск и нахождение корня уравнения и мы опре-
делим значение приведенной скорости λ(х) в текущем сечении. При этом невяз-
ка примет нулевое значение (рис. 4.33). Распространим формулы ячеек D7:I7 до 
ячеек D17:I17 и выполним процедуру подбора параметра в ячейках Н8: Н17. 
Получим решение поставленной задачи (рис. 4.33). Построим графики измене-
ния параметров воздушного потока по длине трубы. На рис. 4.34 приведена за-
висимость изменения скорости воздушного потока по длине трубы.  
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Рис. 4.34. График изменения скорости воздушного потока по длине трубы 
На рис. 4.35 приведена зависимость изменения плотности воздуха по 
длине трубы.  
 
Рис. 4.35. График изменения плотности воздуха по длине трубы 
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На рис. 4.36 приведена зависимость изменения температуры воздуха по 
длине трубы. На рис. 4.37 приведена зависимость изменения статического дав-
ления воздуха по длине трубы. 
 
Рис. 4.36. График изменения температуры воздуха по длине трубы 
 
Рис. 4.37. График изменения статического давления воздуха по длине трубы 
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График изменения скорости по длине трубы (рис. 4.34) показывает, что 
существенное изменение скорости происходит в конце трубы ‒ примерно на 
20 % ее длины. Изменения плотности воздуха (рис. 4.35) и статического давле-
ния (рис. 4.37) по длине носят более равномерный характер. Изменение темпе-
ратуры по длине трубы (рис. 4.36) в целом несущественно и происходит также 
в конце трубы. 
Как следует из представленных данных, в конце трубы происходит за-
метный рост скорости и соответственно снижение температуры и статического 
давления.  
4.4.4. Истечение газа из сосуда 
Сначала рассмотрим стационарную задачу истечения газа через отверстие 
из сосуда или трубы подводящего коллектора. В том и другом случае давление 
и другие параметры газа перед отверстием постоянны: p1
*, T1
*, ρ1
* = const. Пусть 
статическое давление снаружи также постоянно и равно атмосферному давле-
нию р2 = р0 (рис. 4.38). 
 
Рис. 4.38. Расчетная схема к задаче истечения газа из сосуда при дозвуковом режиме 
Скорость истечения из отверстия будет дозвуковой при перепаде давле-
ния меньше критического, т. е. при выполнении условия  
8931
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В литературе также встречается обратное соотношение критического пе-
репада 
P1
*,T1
*,V1 
P0,T0 
2 
2 
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В этом случае скорость истечения w0 идеального газа без учета потерь 
давления определяется по формуле Сен Венана Венцеля 
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Массовый расход воздуха через отверстие G определится по формуле 
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где F – площадь сечения отверстия, м2; 
о – коэффициент истечения из отверстия, его можно задать в диапазоне 
о =
 0,61‒0,745. Для идеального газа без учета потерь давления на трение о = 1. 
Температура газа в сечении отверстия при адиабатическом истечении бу-
дет меняться по зависимости 
 
k
k
p
p
TT
1
1
2
12







 . (4.222) 
Плотность газа в сечении отверстия при адиабатическом истечении будет 
меняться по зависимости 
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 . (4.223) 
Давление газа в сечении отверстия при дозвуковом истечении будет рав-
но атмосферному давлению. 
p2 = p0. 
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Надкритический режим 
При перепаде давления больше критического скорость истечения в отвер-
стии станет равна местной скорости звука и при дальнейшем снижении давле-
ния снаружи отверстия расти больше не будет. 
 
1
2
122 

k
k
RTkRTww кр . (4.224) 
Массовый расход воздуха через отверстие G при перепаде давления выше 
критического определится по формуле 
 
*o T
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1 . (4.225) 
Температура воздуха в сечении отверстия будет равна критической (соот-
ветствовать критическому перепаду давления). 
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В сечении отверстия также установятся критические значения давления и 
плотности газа 
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Плотность воздуха в резервуаре перед отверстием определяется по зави-
симости 
 
1
1 Т
T
П cc , (4.229) 
где ρс и Тс – плотность и температура для стандартных условий (Тс = 293,15 К, 
рс = 101 325 Па, ρс = 1,204 кг/м
3). 
Тогда зависимость (4.210) примет вид 
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Как видим, при критическом и надкритическом режиме параметры газа 
скорость истечения, плотность, температура, давление и расход не зависят от 
перепада давления, а определяются значениями параметров p1
*, T1
*, ρ1
* газа в 
резервуаре пред отверстием. 
Рассмотрим пример по определению расхода воздуха при стационарном 
истечении. 
Пример 4.4.7. Истечение сжимаемого газа из отверстия. 
Пусть задана температура заторможенного воздуха в резервуаре 
Т1
* = 293 К. Пусть известен диаметр отверстия d = 0,01 м. Необходимо опреде-
лить расход воздуха и скорость истечения при различных давлениях П = р1
*/p2 в 
резервуаре. Коэффициент истечения из отверстия принять о =
 0,67.  
Введем в ячейки A3:Е3 исходные данные – значения следующих пара-
метров: удельную газовую постоянную для воздуха R, Дж/(кг·K); коэффициент 
адиабаты k; температуру заторможенного газа в ресивере T*1, K; атмосферное 
давление снаружи p0, Па; параметр m. 
В ячейки A7:A18 вводим значения перепадов давления, для которых мы 
хотим определить параметры истечения из отверстия. Для дозвукового режима 
выбран более мелкий шаг изменения перепада давления. 
В ячейку В7 введем формулу для вычисления полного давления в началь-
ном сечении  
Пp*p 01  . 
Скопируем формулу в ячейки В8:В18. 
В ячейку С7 введем формулу для определения скорости истечения для 
дозвукового режима  
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Скопируем формулу в ячейки С7:С11 (для докритических перепадов дав-
ления). 
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В ячейку С12 введем формулу для определения скорости истечения для 
звукового режима  
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RTw
. 
Скопируем формулу в ячейки С13:С18 (для надкритических перепадов 
давления). 
В ячейку D7 введем формулу для определения массового расхода воздуха 
для дозвукового режима  
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Скопируем формулу в ячейки D7:D11 (для докритических перепадов дав-
ления). 
В ячейку D12 введем формулу для определения расхода воздуха для зву-
кового режима (для надкритических перепадов давления) 
*o T
F*p
mG
1
1 . 
Скопируем формулу в ячейки D13:D18. 
В ячейку Е7 введем формулу для определения температуры воздуха в се-
чении отверстия для дозвукового режима  
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Скопируем формулу в ячейки Е7:Е11 (для докритических перепадов дав-
ления). 
В ячейку Е12 введем формулу для определения температуры воздуха в 
сечении отверстия для звукового режима (для надкритических перепадов дав-
ления). 
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TT . 
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Скопируем формулу в ячейки Е13:Е18. 
В ячейку F7 введем формулу для определения плотности воздуха в сече-
нии отверстия для дозвукового режима.  
k
p
p
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Скопируем формулу в ячейки F7:F11 (для докритических перепадов дав-
ления). 
В ячейку F12 введем формулу для определения плотности воздуха в се-
чении отверстия для звукового режима (для надкритических перепадов давле-
ния). 
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Скопируем формулу в ячейки F13:F18. 
В ячейку G7 введем формулу для определения давления воздуха в сече-
нии отверстия для дозвукового режима (давление равно наружному давлению). 
02 pp  . 
Скопируем формулу в ячейки G7:G11 (для докритических перепадов дав-
ления). 
В ячейку G12 введем формулу для определения давления воздуха в сече-
нии отверстия для звукового режима (для надкритических перепадов давления). 
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Скопируем формулу в ячейки G13:G18 и получим результаты расчетов 
(рис. 4.39). 
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Рис. 4.39. Листинг решения задачи стационарного истечения 
Остановимся на сравнении процессов истечения жидкости и газа. Вопрос 
истечения жидкостей из насадков и отверстий достаточно полно рассмотрен 
многими исследователями. Для примера можно сослаться на монографию 
А.Д. Альтшуля [4], в которой дан подробный анализ экспериментальных и тео-
ретических зависимостей. В данной работе приводятся графики и зависимости 
от критерия Рейнольдса трех взаимосвязанных между собой параметров – ко-
эффициента скорости φ(Re), коэффициента сжатия струи ε(Re) и коэффициента 
расхода μ0(Re).  
Эти коэффициенты связаны между собой известным соотношением 
0 . 
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Согласно приведенным зависимостям, с увеличением значения критерия 
Рейнольдса коэффициент сжатия струи ε растет, затем несколько снижается и 
для турбулентного режима практически остается постоянным (ε = 0,62–0,64). 
Коэффициент скорости φ растет и при турбулентном режиме становится при-
мерно постоянным и равным (φ = 0,97–0,98). Коэффициент истечения с увели-
чением числа Рейнольдса падает и при турбулентном режиме при Re > 104 ста-
новится постоянным и принимает значения μ0 = 0,61–0,63. Следует отметить, 
что процесс истечения газа из малого отверстия, как правило, турбулентный. 
При истечении жидкости ее температура и плотность остаются постоянными. 
Для газа, как это следует из вышерассмотренного примера, температура на вы-
ходе из отверстия падает, а плотность газа растет в соответствии с уравнением 
состояния для адиабатического процесса истечения.  
Нестационарное истечение из сосуда 
Рассмотрим, как изменяются параметры воздуха при истечении из закры-
того сосуда объемом V. Найдем время опорожнения сосуда. Полное давление в 
начальный момент в сосуде равно P1
*(0), абсолютная температура T1
*(0), газ – 
воздух, коэффициент адиабаты k = 1.4. Газ вытекает в атмосферу, параметры 
снаружи будут p0, Т0.  
Если отношение П давления внутри сосуда к давлению снаружи сосуда 
больше критического, то в сечении отверстия 1 имеют место критические па-
раметры. 
Масса воздуха, находящаяся в начальный момент в сосуде, определится 
по формуле 
 
*
*
RT
V)(p
V)()(M
1
1
1
0
00  . (4.231) 
Масса воздуха, находящаяся в сосуде в момент времени t, будет опреде-
ляться по зависимости 
 V)t()t(M 1 . (4.232) 
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Полное давление в сосуде равно статическому давлению (скоростью воз-
духа в поперечном сечении сосуда можно пренебречь) и в момент времени t 
определяется уравнением состояния. 
 )t()t(RT)t(p * 111  . (4.233) 
Если процесс опорожнения сосуда происходит достаточно медленно 
(объем V большой, а отверстие маленькое или скоростью воздуха в сечении со-
суда можно пренебречь), то можно считать процесс изменения состояния газа в 
сосуде изотермическим. Температуру воздуха в сосуде можно считать постоян-
ной и равной температуре стенок сосуда. 
В этом случае в сосуде будет поддерживаться постоянным отношение 
 const
)(
)(p
)t(
)t(p **



 0
0
1
1
1
1 . (4.234) 
С учетом этого уравнение (4.233) примет вид 
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Так как при истечении из сосуда масса воздуха убывает, то уравнение ма-
териального баланса, записанное для промежутка времени dt, будет иметь вид 
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 11 . (4.236) 
Величина )(
)(
tG
dt
tdM
  представляет собой расход воздуха, который 
зависит от перепада давления и определяется режимом истечения (критический 
или докритический). Из уравнения (4.236) следует 
 )t(G
V
RT
dt
)t(dp ** 11  . (4.237) 
Пусть в начальный момент времени отношение давлений П = р1
*(t)/p0 
больше критического, т. е. П > 1,893. 
Тогда при истечении скорость воздуха в сечении 1 будет равна скорости 
звука, а приведенная скорость λ1 = 1. Расход газа в момент t определится по 
формуле  
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где μ0 ‒ коэффициент расхода. Для отверстия можно принять μ0 = 0,67. Если не 
учитывать гидравлические потери, то коэффициент расхода примет значение 
μ0 = 1. 
Подставим (4.238) в (4.237) и получим 
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Проинтегрируем (4.239) в пределах от р1
*(0) до ркр и определим соответ-
ствующее время падения давления tкр: 
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где ркр определяется зависимостью 
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Полное давление в сосуде р1
*(t), в интервале времени 0–tкр будет падать 
по уравнению 
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где для воздуха m = 0,0404. Расход газа в интервале времени 0–tкр будет изме-
няться по формуле (4.238). 
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Плотность воздуха в сосуде будет изменяться по уравнению состояния 
(4.234). 
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Проинтегрировав (4.243) в интервале 0–t, можно определить изменение 
массы M(t) газа в сосуде в интервале времени 0–tкр: 
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V
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После падения давления в сосуде ниже Pкр скорость истечения в сечении 
1–1 будет ниже скорости звука и расход G(t) определится по формуле 
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где р1
*(t), p0 – соответственно давление газа в сосуде и снаружи. 
Подставим уравнение (4.245) в (4.237) и получим для истечения в докри-
тическом режиме 
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Разделяя переменные и интегрируя в пределах от pкр до p0, получим время 
истечения при дозвуковом режиме 
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где  
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Общее время истечения найдется как сумма 
 дкр ttt  . (4.249) 
Пример 4.4.8. Нестационарное истечение газа из емкости. 
Рассчитаем истечение воздуха из сосуда емкостью V = 6 м3, находящегося 
при начальном абсолютном давлении р1
* = 6р0 (р1
* =6 атм), при температуре 
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Т1
* = 293,15 К через отверстие D = 0,05 м в атмосферу p0 = 101325 Па при усло-
вии, что процесс изменения состояния газа в сосуде изотермический, т. е. 
T1
* = const. 
Введем в ячейки A3:D3 исходные данные – значения следующих пара-
метров: удельную газовую постоянную для воздуха R, Дж/(кг·K); коэффициент 
адиабаты k; температуру заторможенного газа в ресивере, T*1, K; атмосферное 
давление снаружи p0, Па; параметр m вычислим по формуле (4.168) в ячейке Е3, 
параметр А вычислим по формуле (4.248) в ячейке F3. 
В ячейки A5:D5 вводим исходные данные – значения следующих пара-
метров: диаметра отверстия d, м; коэффициента расхода μ0; объема сосуда V, 
м3; начального давления в сосуде р1
*, Па; в ячейках E5 и F5 вычислим плот-
ность воздуха ρ0, кг/м
3, при стандартных условиях (р0 = 101 325 Па и 
Т = 293,15 К) и площадь сечения, F, м2.  
В ячейке A7 вычислим плотность воздуха в сосуде в начальный момент 
по уравнению состояния 
*
*
RT
p
1
1
1  . 
В ячейке В7 вычислим критический перепад давления по формуле  
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В ячейке C7 вычислим массу воздуха в сосуде в начальный момент по 
формуле (4.231). 
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В ячейке D7 определим время надкритического режима истечения по 
формуле (4.240). 
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В ячейках E7,F7 в дальнейшем определим время докритического и обще-
го времени истечения. 
В ячейках А10:А20 введем моменты времени по следующему алгоритму. 
В ячейке А10 введем 0, в ячейке А11 – формулу =A10+0,1*$D$7. Распростра-
ним формулу на ячейки А12:А20. Таким образом, получим моменты времени с 
интервалом tкр/10 (см. рис. 4.40).  
В ячейке В10 для вычисления давления в сосуде в соответствующий мо-
мент времени введем формулу (4.242)  
=$D$5*EXP(-$B$5*$E$3*$A$3*$F$5*($C$3^0,5)/$C$5*A10). 
t
V
*TmRF
** e)(p)t(p
10
011


 . 
Распространим формулу на ячейки В11:В20. 
В ячейке C10 для вычисления расхода воздуха в соответствующий мо-
мент времени введем формулу (4.238)  
=$B$5*$E$3*$F$5/($C$3^0,5)*B10. 
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1
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0 . 
Распространим формулу на ячейки C11:C20. 
В ячейке D10 введем формулу (4.234) =$A$7*B10/$D$5 для вычисления 
плотности воздуха в сосуде в соответствующий момент времени 
)(p
)t(p
)()t(
0
0
1
1
11  . 
Распространим формулу на ячейки D11:D20. 
В ячейке Е10 введем формулу (4.244) для вычисления расхода воздуха в 
соответствующий момент времени 
t
V
TmRF *
e)(M)t(M
10
0


 . 
Распространим формулу на ячейки Е11:Е20. 
В ячейке F10 введем формулу для определения отношения давлений 
р1(t)/p0. Распространим формулу на ячейки F11:F20. 
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Таким образом, мы получим решение для надкритического режима исте-
чения (см. рис. 4.40). 
 
Рис. 4.40. Листинг решения задачи нестационарного истечения воздуха  
из сосуда через отверстие 
С момента времени t > tкр наступает дозвуковой режим истечения. При 
этом решение задачи усложняется. Для вычисления интервала времени tдз до-
звукового режима истечения необходимо вычислить определенный интеграл по 
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формуле (4.247). Для определения зависимости изменения давления необходи-
мо решить дифференциальное уравнение (4.246). 
Воспользуемся описанным в гл. 1 в примере 1.4.2 методом Гаусса чис-
ленного интегрирования по восьми узлам. Идея метода решения состоит в том, 
что оставшийся интервал падения давлений в сосуде от ркр до р0 разобьем на 10 
равных частей и далее заполним массив значений давления в сосуде  
р1(i) = р1(i–1)–h. Затем необходимо будет по циклу вычислить интеграл (4.247), 
изменяя нижний предел интегрирования. При этом мы определим массив вре-
мен td(i) падения давлений при дозвуковом режиме истечения. 
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Далее, используя полученные вычисленные массивы, по формуле (4.245) 
вычисляем расход воздуха 
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Вычисляем массив изменения плотности газа в сосуде по уравнению со-
стояния 
 
*RT
)i(p
)i(
1
1
1  . (4.250) 
Вычисляем массив значений массы воздуха в сосуде по зависимости 
(4.232). 
V)i()i(M 1 . 
В ячейках F10:F30 введем формулы для определения отношения давле-
ний р1(t)/p0.  
Для реализации метода интегрирования Гаусса мы не будем использовать 
лист Excel, а напишем программу на встроенном языке Visual Basic for 
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Application. Для того чтобы набрать тест программы, необходимо вставить мо-
дуль, выбирая через меню последовательно пункты Вид, Макросы. В строке 
имя набрать имя макроса Istechenie ‒ и произойдет загрузка с листом редактора 
Visual Basic. На этом листе необходимо набрать нижеприведенный текст. 
Option Explicit 
Sub Istechenie() 
'Описание переменных 
Dim i, J, n As Integer 
Dim Pi, S, h As Single 
'Исходные данные 
Dim R, k, t1, p0, m, A As Single 
Dim d, Mu0, V, pn, Ro0, F As Single 
Dim Ron, Pkr, M0, tkr, tdz, ti As Single 
 'Вспомогательные переменные метода Гаусса по восьми узлам 
Dim Ai(8), Xi(8), txi(8), Fi(8), Gi(8) As Single 
Dim A1, A2, AA, BB As Single 
'Выходные данные 
Dim t(10), t11(10), p1(10), Ro1(10), G(10), Mi(10), p10(10) As Single 
ThisWorkbook.Sheets("Лист1").Activate 
'Чтение исходных данных 
R = Worksheets("Лист1").Cells(3, 1).Value 
k = Worksheets("Лист1").Cells(3, 2).Value 
t1 = Worksheets("Лист1").Cells(3, 3).Value 
p0 = Worksheets("Лист1").Cells(3, 4).Value 
d = Worksheets("Лист1").Cells(5, 1).Value 
Mu0 = Worksheets("Лист1").Cells(5, 2).Value 
V = Worksheets("Лист1").Cells(5, 3).Value 
pn = Worksheets("Лист1").Cells(5, 4).Value 
 'Обработка исходных данных 
Pi = 3.14159265358979 
m = (k / R * (2 / (k + 1)) ^ ((k + 1) / (k - 1))) ^ 0.5 
F = Pi * d * d / 4 
A = V / Mu0 / F * ((k - 1) / 2 / k / R / t1) ^ 0.5 
Ro0 = p0 / R / 293.15 
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Ron = pn / R / t1 
Pkr = ((k + 1) / 2) ^ (k / (k - 1)) 
M0 = V * Ron 
tkr = V / Mu0 / m / R / F (t1 ^ 0.5) * Log(pn / Pkr / p0) 
'Ввод коэффициентов метода Гаусса 
Ai(1) = 0.10122854: Ai(2) = 0.22238104:  
Ai(3) = 0.31370664: Ai(4) = 0.36268378 
Ai(5) = Ai(4): Ai(6) = Ai(3): Ai(7) = Ai(2): Ai(8) = Ai(1) 
Xi(1) = -0.96028986: Xi(2) = -0.79666648:  
Xi(3) = -0.52553242: Xi(4) = -0.18343464 
Xi(5) = -Xi(4): Xi(6) = -Xi(3): Xi(7) = -Xi(2): Xi(8) = -Xi(1) 
' Шаг изменения давления 
h = (Pkr * p0 - p0) / 10 
p1(0) = Pkr * p0 
For J = 1 To 10 
p1(J) = p1(J - 1) - h 
Next J 
For J = 1 To 10 
 Worksheets("Лист1").Cells(20 + J, 2).Value = p1(J) 
Next J 
'Пределы интегрирования 
For J = 0 To 9 
AA = p0 
BB = p1(J) 
A1 = (AA + BB) / 2 
A2 = (BB - AA) / 2 
'Вычисление интеграла 
S = 0 
 For i = 1 To 8 
 txi(i) = A1 + A2 * Xi(i) 
 Fi(i) = A / txi(i) / ((p0 / txi(i)) ^ (2 / k) - (p0 / txi(i)) ^ ((k + 1) / k)) ^ 0.5 
 Gi(i) = Ai(i) * Fi(i) 
 S = S + Gi(i) 
 Next i 
t11(J) = S * A2 
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Next J 
t(10) = tkr + t11(0) 
 For J = 1 To 9 
t(J) = t(10) - t11(J) 
 Next J 
 For J = 1 To 10 
 Ro1(J) = p1(J) / R / t1 
 Mi(J) = Ro1(J) * V 
 G(J) = Mu0 * F * p1(J) * (2 * k / (k - 1) / R / t1 * ((p0 / p1(J)) ^ (2 / k) -  
- (p0 / p1(J)) ^ ((k + 1) / k))) ^ 0.5 
 Worksheets("Лист1").Cells(20 + J, 1).Value = t(J) 
 Worksheets("Лист1").Cells(20 + J, 3).Value = G(J) 
 Worksheets("Лист1").Cells(20 + J, 4).Value = Ro1(J) 
 Worksheets("Лист1").Cells(20 + J, 5).Value = Mi(J) 
 Next J 
 Stop 
End Sub 
После выполнения программы получим решение поставленной задачи 
(рис. 4.40). Таким образом, первые 26,49 с истечения идут в надкритическом 
(звуковом) режиме, а оставшиеся 20,15 с – в дозвуковом режиме. Общее время 
опорожнения сосуда – 46,64 с. Построим графики зависимостей изменения па-
раметров газа во времени (рис. 4.41, 4.42, 4.43). 
  196
 
Рис. 4.41. График изменения относительного давления воздуха в сосуде  
при истечении через отверстие 
 
Рис. 4.42. График изменения расхода воздуха  
при истечении из сосуда через отверстие 
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Рис. 4.43. График изменения массы газа в сосуде  
при истечении из сосуда через отверстие 
4.4.5. Накачка сосуда 
Расчетная схема представлена на рис. 4.44. Площадь сечения трубы F. 
 
Рис. 4.44. Расчетная схема задачи накачки сосуда газом из коллектора  
через короткую трубу 
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Примем следующие допущения. Труба короткая, поэтому потерями 
напора по длине, потерями на входе и выходе из трубы также пренебрежем, 
т. е. параметры газа в сечении 1–1 и в сечении 2–2 одинаковы. Давление в кол-
лекторе считается постоянным. 
Звуковой режим накачки 
Если отношение давлений в коллекторе и сосуде больше критического, то 
в сечении 1–1 скорость газового потока будет равна скорости звука. Расход газа 
при звуковом режиме накачки не зависит от давления в сосуде (до тех пор, пока 
p* < pкр) и определится по формуле 
 
*
k
*
k
T
Fp
m)t(G  . (4.251) 
Из уравнения состояния газа в сосуде с учетом (4.251) и принятых допу-
щений следует, что 
 
V
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k . (4.252) 
Проинтегрируем (4.252) в пределах от p*0 до p
*
кр и определим соответ-
ствующее время падения давления, tкр: 
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где pкр
* определяется зависимостью 
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Давление в сосуде p*(t) в интервале времени 0–tкр будет увеличиваться по 
линейному уравнению 
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)t(p 0 . (4.255) 
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Дозвуковой режим накачки 
При отношении давлений в коллекторе и сосуде меньше критического, 
что имеет место при t > tкр, режим движения газа в сечении будет дозвуковым. 
Расход газа для этого режима определится по зависимости 
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Уравнение состояния газа в сосуде при этом режиме имеет вид 
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Разделяя переменные и интегрируя в пределах от ркр до pk
*, получим вре-
мя накачки в дозвуковом режиме 
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где 
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Пример 4.4.9. Накачка сосуда газом. 
Рассчитаем накачку воздуха в сосуд емкостью V = 5 м3, находящегося при 
абсолютном начальном давлении р0
* = 1 атм., при температуре Т* = 293,15 К, 
через короткую трубу диаметром D = 0,1 м при условии, что процесс изменения 
состояния газа в сосуде изотермический, т. е. T = const.  
Введем в ячейки A3:D3 исходные данные – значения следующих пара-
метров: удельную газовую постоянную для воздуха R, Дж/(кг·K); коэффициент 
адиабаты k; температуру заторможенного газа в ресивере T*1, K; начальное дав-
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ление в сосуде р1 
*= p0, Па; параметр m вычислим по формуле (4.186) в ячейке 
Е3; параметр А вычислим по формуле (4.259) в ячейке F3. 
В ячейки A5:D5 вводим исходные данные – значения следующих пара-
метров: диаметр отверстия d, м; коэффициент расхода μ0; объем сосуда V, м
3; 
давление в подводящем коллекторе рk
*, Па. В ячейке E5 вычислим плотность 
воздуха, ρ0, кг/м
3, при стандартных условиях (р0 = 101 325 Па и Т = 293,15 К) и 
в F5 ячейке площадь сечения трубы, F, м2.  
В ячейке A7 вычислим плотность воздуха в сосуде в начальный момент 
по уравнению состояния 
*
*
RT
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В ячейке В7 вычислим критический перепад давления по формуле 
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В ячейке C7 вычислим массу воздуха в сосуде в начальный момент по 
формуле (4.231). 
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В ячейке D7 определим время надкритического режима истечения по 
формуле (4.253). 
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При заданных значениях исходных параметров получим, что 
tкр = 5,56270613139503 с. Данное значение приведено с установленной по умол-
чанию точностью вычисления в Excel. Эту точность можно менять в настрой-
ках. В ячейки таблицы выводятся значения с необходимым количеством знаков 
после запятой. 
В ячейках E7, F7 в дальнейшем определим время докритического режима 
накачки и общее время накачки. 
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В ячейках А10:А20 введем моменты времени по следующему алгоритму. 
В ячейке А10 введем 0, в ячейке А11 – формулу =A10+0,1*$D$7. Распростра-
ним формулу на ячейки А12:А20. Таким образом, получим моменты времени с 
интервалом tкр/10 (рис. 4.45).  
В ячейке В10 введем формулу (4.255) для вычисления давления в сосуде 
в соответствующий момент времени 
*
*
k
*
k* pt
V
TmRFp
)t(p 0 . 
Распространим формулу на ячейки В11:В20. 
Если все сделано правильно, в ячейке В20 получим значение давления в 
сосуде, соответствующее критическому перепаду p1(tкр) = 321 169 Па. 
В ячейке C10 в соответствующий момент времени введем формулу 
(4.251) для вычисления расхода воздуха. 
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Мы видим, что при перепаде давления выше критического расход возду-
ха остается постоянным и не зависит от давления в сосуде. 
Распространим формулу на ячейки C11:C20. В ячейке D10 введем фор-
мулу для вычисления плотности воздуха в сосуде в соответствующий момент 
времени по уравнению состояния. 
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Распространим формулу на ячейки D11:D20. В ячейке Е10 введем фор-
мулу для вычисления расхода воздуха в соответствующий момент времени 
V)t()t(M 1 . 
Распространим формулу на ячейки Е11:Е20. В ячейке F10 введем форму-
лу для определения отношения давлений pk/р1(t). Распространим формулу на 
ячейки F11:F20. Таким образом, мы получим решение для надкритического ре-
жима истечения (рис. 4.45). 
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Для того чтобы определить интервал времени td накачки сосуда от pкр до 
давления в подводящем коллекторе pk, необходимо вычислить интеграл 
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Рис. 4.45. Листинг решения задачи накачки сосуда из коллектора через короткую трубу 
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Вычислим этот интеграл с помощью описанного в предыдущем примере 
метода Гаусса и получим td = 20,4492132402711 с. 
Внесем это значение в ячейку E7. В ячейке F7 вычислим общее время 
накачки сосуда по формуле 
dкрн ttt  . 
Общее время накачки сосуда составило tн = 26,0119193716661 с. 
Затем разбиваем оставшийся интервал времени на 10 частей. Для этого 
вводим в ячейку А21 формулу =A20+0,1*$E$7 и распространяем значение до 
ячейки А30. Таким образом, в ячейках А21:А30 появится массив t(i) текущего 
времени для дозвукового периода накачки. 
На рис. 4.46 приведен фрагмент листинга, реализующий метод интегри-
рования Гаусса (данный метод рассмотрен подробно в гл. 1, пример 1.4.3). В 
ячейках А33:В40 введены коэффициенты метода, в ячейках F33 и G33 соответ-
ственно верхний pike и нижний рн пределы интегрирования, в ячейках F35 и G35 
соответственно новые пределы А1 и А2, определяемые в соответствии с мето-
дом по формулам =(F33+G33)/2 и =(G33-F33)/2. В ячейках С33:С40 введена 
формула для пересчета значений нового аргумента подынтегральной функции 
=$F$35+$G$35*B33. В ячейках D33:D40 введена формула подынтегральной 
функции 
=$F$3/C33/((C33/$D$5)^(2/$B$3)-(C33/$D$5)^(($B$3+1)/$B$3))^0,5. 
Процедура нахождения массива давлений в сосуде, р1(i), в дозвуковом 
режиме накачки сводится к отысканию массива давлений, соответствующих за-
данному времени t(i). Массив р1(i) соответствует нижнему пределу интегриро-
вания в формуле 
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Массив td(i) определяется по формуле )i(tt)i(t крd  . 
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Для определения данного массива используем встроенный метод Excel 
Подбор параметра. 
 
Рис. 4.46. Фрагмент листинга, реализующий метод интегрирования Гаусса 
Установим курсор в ячейку F33 и вызовем метод Подбор параметра и 
введем следующее задание: 
Установить в ячейке F33; 
Значениечисло, соответствующее td(i);  
Изменяя значение ячейки Е41.  
Далее нажмем клавишу OK. 
После этого произойдет поиск и нахождение нижнего предела интегриро-
вания рн(i). Полученные значения заносим в ячейки В21: В30 (рис. 4.45). 
В ячейку С21 для определения массового расхода введем формулу  
=$F$5*$D$5*(2*$B$3/($B$3--1)/$A$3/$C$3*((B21/$D$5)^(2/$B$3)- 
-(B21/$D$5)^(($B$3+1)/$B$3)))^0,5. 
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Распространяем формулу на ячейки С22:С30 и получим значение массо-
вого расхода воздуха (рис. 4.45) в заданные моменты времени. В ячейку D21 
введем формулу =B21/$A$3/$C$3 для определения плотности воздуха в сосуде 
по уравнению состояния. Распространяем формулу на ячейки D22:D30. В ячей-
ку Е21 введем формулу =D21*$C$5 для определения массы воздуха в сосуде в 
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текущий момент времени. Распространяем формулу на ячейки Е22:Е30 
(рис. 4.45). Построим графики изменения давления, расхода и массы воздуха 
при накачке сосуда (рис. 4.47, 4.48, 4.49). 
 
Рис. 4.47. График изменения относительного давления воздуха при накачке сосуда 
 
Рис. 4.48. График изменения расхода воздуха при накачке сосуда 
0
100000
200000
300000
400000
500000
600000
700000
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0     t, c
p 1 , Па
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0   t, c
G(t), кг/с
  206
 
Рис. 4.49. График изменения массы воздуха в сосуде при накачке 
На рис. 4.50 представлен график зависимости расхода воздуха при накач-
ке сосуда от перепада давления в сосуде и коллекторе р1/рk. 
 
Рис. 4.50. График зависимости расхода воздуха при накачке сосуда  
от отношения давлений в сосуде и коллекторе р1/рk 
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Как показывает график на рис. 4.50, при надкритическом перепаде давле-
ния р1/рk = βкр < 0,528 или рk/р1 = Пкр > 1,893 расход воздуха остается постоян-
ным. Причем конкретная величина расхода пропорциональна абсолютному 
давлению в коллекторе и площади сечения трубы. Как показывает график, при 
давлении в коллекторе pk = 6 атм. расход воздуха G = 2,817 кг/c, при давлении в 
коллекторе pk = 5 атм. расход воздуха G = 2,348 кг/c. 
4.4.6. Расчет сверхзвуковых, звуковых и дозвуковых сопел 
Сверхзвуковое коническое сопло 
Сверхзвуковые сопла могут быть профилированными (например, в виде 
сопла Лаваля) или коническими. Потери давления в сопле обычно составляют 
незначительную часть от общих потерь, поэтому наибольшее распространение 
имеют конические сверхзвуковые сопла, так как они более просты в изготовле-
нии. На рис. 4.51 изображено сверхзвуковое коническое сопло.  
 
Рис.4.51. Схема сверхзвукового конического сопла 
Оно состоит из дозвуковой части ‒ конического конфузора 1 – и сверх-
звуковой части ‒ конического диффузора 2. В сечении 1–1 газ имеет параметры 
d1 
dk 
da 
α=45о 
β=7
Ldz Lsz 
1 2
1 2 3 
1 2 3 
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заторможенного потока (обозначаются индексом * или t). В узком сечении 2–2 
газ имеет критические параметры, их будем обозначать с индексом k. В выход-
ном сечении 3–3 газ имеет параметры, соответствующие сверхзвуковому режи-
му течения, их будем записывать с индексом а или с индексом 3.  
Задачу можно сформулировать следующим образом. Зададим параметры 
заторможенного газа, геометрические, режимные параметры и найдем расход 
газа, а также параметры газа в критическом и выходном сечениях. 
Параметры заторможенного газа перед соплом в сечении 1–1: 
T* ‒ температура заторможенного газа, K; 
р* ‒ абсолютное давление заторможенного газа, атм; 
рн ‒ наружное абсолютное давление, атм. (во многих задачах это давление 
равно атмосферному);  
w1 ‒ скорость воздуха в сечении 1–1 (ее рекомендуется принять не более 
20–30 м/с). 
Геометрические параметры: 
dk – диаметр критического (узкого) сечения сопла, мм; 
α ‒ угол дозвукового конфузора; 
β ‒ угол сверхзвукового конфузора (чтобы не допустить отрыва погра-
ничного слоя и больших потерь в сопле, рекомендуется принимать β = 5–9). 
Примем α = 45, β = 7; 
φс ‒ коэффициент скорости, который равен отношению действительной 
скорости к теоретической скорости истечения без гидравлических потерь. Для 
конических сопел φс = 0,97‒0,98. Для идеального газа φс = 1. Коэффициент ско-
рости φс для заданной геометрии сопла можно определить экспериментально 
либо вычислить, но это специальный вопрос, не входящий в предмет настоящей 
работы; 
n ‒ коэффициент нерасчетности, определяемый отношением давлений 
p3/pн, где p3 ‒ статическое давление в выходном сечении 3–3. Обычно прини-
мают n = 1. Если n > 1, то газ в выходном сечении недорасширен и его скорость 
w3 меньше, чем при n = 1. Если n < 1, то газ в выходном сечении перерасширен, 
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и его скорость w3 больше, чем при n = 1. Известно, что чрезмерное перерасши-
рение газа может привести к отрыву пограничного слоя и увеличению потерь 
давления в сопле.  
Режимные параметры:  
Необходимо определить: 
1) массовый расход воздуха через сопло, G, кг/с; 
2) геометрические параметры сопла: 
 d1, d3 ‒ диаметры соответственно дозвукового, выходного сечений 
сопла; 
 Ldz, Lsz ‒ длина соответственно дозвуковой и сверхзвуковой частей 
сопла; 
3) параметры газа р, T, w, ρ в критическом и выходном сечениях сопла. 
Для того чтобы сопло было сверхзвуковым, необходимо, чтобы отноше-
ние давлений перед соплом и снаружи p*/pn было больше критического, т. е. 
должно выполняться условие 
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Для реального газа это соотношение должно быть больше на величину 
потерь давления в сопле, т. е. должно выполняться соотношение 
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При выполнении расчетов надо будет проверить, корректны ли исходные 
данные и хватит ли располагаемого давления перед соплом для создания сверх-
звукового потока. 
Процесс истечения из сверхзвукового сопла считается адиабатическим, 
поэтому температура заторможенного газа во всех сечениях сопла остается по-
стоянной (T* = const). Это также означает, что критическая скорость аk, опреде-
ляемая по зависимости (4.175), тоже постоянна во всех сечениях сопла. Плот-
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ность воздуха при параметрах торможения определяется по уравнению состоя-
ния 
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p
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1  .  
Приведенная скорость истечения в выходном сечении сверхзвукового 
сопла при отсутствии потерь для идеального газа определяется формулой 
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Однако при истечении реального газа из сопла существуют потери давле-
ния, которые определяются коэффициентом сохранения полного давления, 
σа [1]. 
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где φс ‒ коэффициент скорости; 
λаi ‒ приведенная скорость в выходном сечении сопла для идеального га-
за;  
р1
*, р3
* ‒ полное давление газа соответственно перед соплом и выходном 
сечении сопла. 
Общие потери давления в сопле складываются из потерь σk в сужающей-
ся и σа расширяющейся части сопла. 
 akc  . (4.264) 
Потери в конфузорной части сопла меньше потерь в диффузорной части 
сопла. Рекомендуется принимать σk = 0,99‒0,999.  
Если воспользоваться уравнением неразрывности для критического сече-
ния с учетом того, что газодинамическая функция в критическом сечении 
q(λk) = q(1) = 1, то можно получить формулу для определения массового расхо-
да газа через сверхзвуковое сопло [1]: 
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где Fk – площадь критического сечения, м
2; m – коэффициент, определяемый по 
зависимости (4.186) и для воздуха составляющий m = 0,404 м
-1·с·К0.5. 
Параметры газа в сечении перед соплом определяются по нижеследую-
щим зависимостям. 
Приведенная скорость перед соплом в сечении 1–1 
 
kk aa
w 301
1  . (4.266) 
Температура воздуха перед соплом 
 T1 = T*(1).  (4.267) 
Статическое давление воздуха перед соплом 
 p1 = p*(1).  (4.268) 
Плотность воздуха перед соплом определим по уравнению состояния 
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Площадь сечения 1–1 перед соплом найдется из уравнения неразрывно-
сти по формуле 
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Затем находят диаметр d1 в дозвуковом сечении 1–1 сопла 

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и длину дозвуковой конфузорной части сопла Ldz по формуле 
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Параметры газа в критическом сечении 2–2 сопла определяются по сле-
дующим зависимостям. 
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Скорость воздуха в критическом сечении 2–2 
 kaw 2 . (4.272) 
Температура воздуха в критическом сечении 2–2 
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Полное давление воздуха (давление торможения) в критическом сечении 
 ** pp 2 . (4.274) 
Статическое давление воздуха в критическом сечении 
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Плотность воздуха в критическом сечении определяем из уравнения со-
стояния 
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Параметры газа в выходном (сверхзвуковом) сечении 3–3 сопла опреде-
ляются по следующим зависимостям: 
 cai  3 ,  (4.277) 
 33  kaw .  (4.278) 
Температура воздуха в выходном сечении 
 )(TT * 33  . (4.279) 
Полное давление воздуха (давление торможения) в выходном сечении 
 c
** pp 3 .  (4.280) 
Статическое давление воздуха в выходном сечении 
 npp н3 . (4.281) 
Плотность воздуха в выходном сечении определяем из уравнения состоя-
ния 
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Площадь выходного сечения сопла найдется из уравнения неразрывности 
по формуле 
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Затем находят диаметр d3 сопла в выходном сечении сопла и длину 
сверхзвуковой части Lsz по формуле 
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Пример 4.4.10. Расчет сверхзвукового конического сопла. 
Пусть заданы исходные данные: диаметр критической части сопла 
dk = 10 мм; параметры газа перед соплом ‒ абсолютное давление p1
*= 6 атм/; 
температура Т* =2 93,15 К; скорость в подводящей трубе w1 = 30 м/с; геометри-
ческие параметры ‒ углы конфузора и диффузора соответственно α = 45, 
β = 7. Давление снаружи pн = 1 атм., т. е. pн = р0 = 101 325 Па. Коэффициент 
скорости для конического сопла примем φс = 0,97. 
Необходимо определить массовый расход воздуха через сопло G; геомет-
рические параметры сопла d1, d3 ‒ диаметры соответственно дозвукового, вы-
ходного сечений сопла; Ldz, Lsz ‒ длины соответственно дозвуковой и сверхзву-
ковой частей сопла; параметры газа р, T, w, ρ в критическом и выходном сече-
ниях сопла. 
Введем в ячейки A4:G4 параметры воздуха для нормальных условий 
(нормальные условия отличаются от стандартных только температурой; так, 
для нормальных условий t0 = 0 ºC, для стандартных условий tс = 20 ºC) – давле-
ние р0, температуру t0 и термодинамическую температуру Т0, удельную газовую 
постоянную для воздуха R, Дж/(кг·K), коэффициент адиабаты k, плотность при 
нормальных условиях ρ0, кг/м
3, и параметр m, вычисленный по формуле (4.186). 
Введем в ячейки A7:F7 исходные данные – абсолютное давление затор-
моженного газа р*, атм., абсолютное давление снаружи сопла рн, атм., темпера-
туру заторможенного газа в ресивере t1, ºC, коэффициент скорости φ, коэффи-
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циент нерасчетности n, скорость воздуха w1 в сечении 1–1. В ячейке G7 опреде-
лим скорость звука при параметрах торможения по формуле (рис. 4.52) 
** kRTa  . 
В ячейки A9:С9 введем угол конфузорной части сопла α угол β диффу-
зорной части сопла, диаметр критического (узкого) сечения сопла dк, м, в ячей-
ке D9 введем формулу (4.265) для вычисления массового расхода воздуха 
*
k
*
c
T
Fp
mG
1
1 . 
В ячейке Е9 вычислим часовой расход воздуха. В ячейке F9 вычислим 
термодинамическую температуру Т1 заторможенного газа, в ячейке G9 и вы-
числим плотность воздуха ρ*, кг/м3, при параметрах торможения.  
Далее определим параметры воздуха в дозвуковом сечении 1–1. В ячейке 
F12 вычислим приведенную скорость λ1 по формуле (4.266). В ячейке А12 вве-
дем формулу (4.268) для вычисления статического давления р1 воздуха перед 
соплом. В ячейке В12 введем формулу (4.267) для вычисления температуры Т1 
воздуха перед соплом. В ячейке С12 введем формулу (4.259) для вычисления 
плотности ρ1 воздуха перед соплом. В ячейке D12 введем заданное значение 
скорости w1 в сечении 1–1. В ячейке Е12 введем формулу для вычисления 
местной скорости звука 
11 kRTa  . 
Площадь сечения 1–1 перед соплом найдется из уравнения неразрывно-
сти по формуле (4.270). 
11
1 

w
G
F . 
В ячейке G12 вычислим диаметр d1 в дозвуковом сечении 1–1 сопла: 

 11
4F
d . 
Для того чтобы скорость в дозвуковой части сопла была не более 
w1 = 30 м/с, необходимо диаметр трубы выбирать не менее d1.  
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Далее определим параметры воздуха в критическом сечении 2–2. В ячей-
ке F15 введем значение приведенной скорости λ2 = 1. В ячейке G15 введем 
формулу =C9 для определения диаметра d2 критического сечения 2–2 сопла. В 
ячейке А15 введем формулу (4.275) для вычисления статического давления р2 
воздуха в критическом сечении. В ячейке В15 введем формулу (4.273) для вы-
числения температуры Т2 воздуха в критическом сечении. В ячейке С15 введем 
формулу (4.276) для вычисления плотности ρ2 воздуха в критическом сечении. 
В ячейке Е15 введем формулу (4.175) для вычисления критической скорости 
звука а2 = акр. 
*
кр RTk
k
a 11
2

 . 
В ячейке D15 введем формулу для определения скорости w2 в критиче-
ском сечении 2–2: 
222 aw  . 
Далее определим параметры воздуха в выходном сечении 3–3 и геомет-
рические параметры сопла. В ячейке А18 введем формулу (4.281) для вычисле-
ния статического давления р3 воздуха в выходном сечении: 
нnpp 3 . 
В ячейке F20 введем формулу (4.262) для вычисления приведенной ско-
рости λai без учета потерь давления. 
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В ячейке F18 введем формулу (4.277) для вычисления действительной 
приведенной скорости λa. 
cai  3 .  
В ячейке D18 введем формулу (4.278) для вычисления скорости в выход-
ном сечении. 
33  kaw .  
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В ячейке В18 введем формулу (4.279) для вычисления температуры Т3 в 
выходном сечении. 
)(TT * 33  . 
В ячейке А20 введем формулу для вычисления температуры t3 в выход-
ном сечении. 
033 TTt  . 
В ячейке D20 введем формулу (4.263) для вычисления потерь давления 
(коэффициентом сохранения полного давления). 
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В ячейке С20 введем формулу (4.280) для определения полного давления 
воздуха (давление торможения) в выходном сечении. 
a
** pp 3 .  
В ячейке С18 введем формулу (4.282) для вычисления плотности ρ3 в вы-
ходном сечении. 
3
3
3 RT
p
  . 
В ячейке Е18 введем формулу для вычисления местной скорости звука 
33 kRTa  . 
Площадь выходного сечения сопла найдется из уравнения неразрывности 
по формуле (4.283). 
33
3 

w
G
F . 
В ячейке G18 вычислим диаметр d3 в выходном сечении 3–3 сопла:  

 33
4F
d . 
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В ячейке В20 вычислим длину дозвуковой конфузорной части сопла Ldz 
по формуле (4.271): 
)(tg
dd
Ldz 


2
21 .  
В ячейке G20 вычислим длину сверхзвуковой диффузорной части сопла 
Lsz по формуле (4.284). 
)(tg
dd
L ksz 


2
3 . 
В ячейке Е20 введем формулу =D9/F4*60 для вычисления объемного рас-
хода воздуха, приведенного к нормальным условиям: 
60
0

G
Q . 
Результаты расчетов приведены на листинге (рис. 4.52).  
 
Рис. 4.52. Листинг решения задачи расчета сверхзвукового сопла 
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Как видно из представленных результатов, температура воздуха на срезе 
сопла составила t3 = –90.5 ºС. Потери давления в сопле довольно существенны и 
составляют 
72102395000631 ,,,*p*p*p   атм. 
Для того чтобы снизить потери, рекомендуется скруглить входную кром-
ку критического сечения. В этом случае можно снизить коэффициент скорости 
до φ = 0,99. Если подставить данное значение в ячейку D7, то мы увидим, что 
потери сократятся до 0,271 атм. 
Звуковое коническое сопло 
На рис. 4.53 изображено звуковое коническое сопло.  
 
Рис. 4.53. Схема звукового конического сопла 
В отличие от сверхзвукового сопла, оно состоит только из дозвукового 
конического конфузора. В сечении 1–1 газ имеет параметры торможения. В уз-
ком выходном сечении 2–2 газ имеет критические параметры, т. е. выходная 
скорость равна критической и равна скорости звука (w2 = ak). Если пренебречь 
гидравлическими потерями в звуковом сопле, то его можно рассчитывать по 
тем же зависимостям, что и сверхзвуковое сопло. В частности, расход воздуха 
1 2 
1 2 
α=45о 
d1 
dk 
Ldz 
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определится по зависимости (4.265) при σс = 1. Если же учитывать потери дав-
ления в сопле, то методика расчета аналогична. Необходимо задать коэффици-
ент скорости φс, который для конических диффузоров лежит в пределах 
φс = 0,99–0,999. 
Затем определяют коэффициент восстановления давления в сечении 2–2 
по зависимости (4.263): 
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Далее расчет звукового сопла аналогичен и осуществляется по тем же 
формулам, что и расчет сверхзвукового сопла для сечений 1–1 и 2–2. Отличие 
состоит в том, что вследствие потерь полное давление в сечении 2–2 с учетом 
потерь будет меньше. 
c
** pp 2 . 
Дозвуковое коническое сопло 
Дозвуковое коническое сопло имеет такую же геометрическую форму 
конфузора, как и звуковое сопло. Однако в отличие от звукового сопла в вы-
ходном сечении 2–2 скорость воздушного потока меньше критической: w2 < ak. 
Для того чтобы сопло было дозвуковым, необходимо, чтобы перепад дав-
ления был меньше критического, т. е. выполнялось условие 
8931
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Статическое давление в выходном сечении дозвукового сопла равно 
наружному давлению: 
нpp 2 . 
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Массовый расход газа определяется по зависимости [1] 
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, (4.285) 
где F2 – площадь выходного (узкого) сечения дозвукового сопла; μ – коэффици-
ент расхода (истечения). Значения коэффициента истечения можно найти в 
специальной справочной литературе. Например, для конических насадков 
μ = 0,92 [54].  
Массовый расход можно определить с помощью газодинамической 
функции y(λ): 
 
*T
)(yFp
mG
1
222  . (4.286) 
Если расход воздуха сначала вычислить по формуле (4.285), то, исполь-
зуя формулу (4.286), можно найти газодинамическую функцию y(λ2) и затем 
приведенную скорость λ2 в выходном сечении 2–2.В остальном расчет дозвуко-
вого сопла аналогичен. Рассмотрим пример расчета дозвукового сопла. 
Пример 4.4.11. Расчет дозвукового конического сопла. 
Пусть заданы исходные данные: диаметр критической части сопла, 
dk = 10 мм; параметры газа перед соплом, такие как абсолютное давление 
p1 
*= 1,5 атм., температура Т* = 293,15 К, скорость в подводящей трубе 
w1 = 30 м/с и угол конфузора α = 45°. Давление снаружи pн = 1 атм., или 
pн = р0 = 101 325 Па. Коэффициент расхода для конического сопла примем 
μ = 0,92. 
Необходимо определить: массовый расход воздуха через сопло G; гео-
метрические параметры сопла: d1 ‒ диаметр начального сечения сопла; Ldz ‒ 
длина конфузора; параметры газа р, T, w, ρ в выходном сечении сопла. 
Введем в ячейки A4:G4 и A7:G7 исходные данные, как и в примере 4.4.7 
расчета сверхзвукового сопла. Единственное исключение – в ячейку D7 введем 
значение коэффициента расхода μ = 0,92 (рис. 4.54).  
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В ячейки A9, С9, Е9:G9 введем исходные данные, как и в примере 4.4.7 
расчета сверхзвукового сопла.  
 
Рис. 4.54. Листинг решения задачи расчета дозвукового сопла 
В ячейку В9 введем формулу для вычисления площади выходного сече-
ния сопла, а в ячейку D9 формулу (4.285) для вычисления массового расхода 
воздуха. 
Параметры газа в сечении 1–1 определяются по тем же формулам, что и 
при расчете сверхзвукового сопла, поэтому переносим формулы в ячейки 
А12:G12 из примера 4.4.7. В ячейке D12 введем формулу =D12/G17 для вычис-
ления приведенной скорости в сечении 1–1: 
крa
w1
1  . 
В ячейке G17 введем формулу для вычисления критической скорости акр 
по формуле (4.175): 
*
кр RTk
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a 11
2

 . 
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В ячейке F17 введем формулу для вычисления газодинамической функ-
ции y(λ2): 
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 . (4.287) 
Газодинамическая функция y(λ2) представляет собой квадратное уравне-
ние относительно λ2. 
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Отсюда находим дозвуковой корень λ2 по зависимости 
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где коэффициент А находится по зависимости 
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В ячейке F15 введем формулу (4.290) для вычисления приведенной ско-
рости λ2 в выходном сечении. В ячейке А15 введем значение статического дав-
ления в выходном сечении нpp 2 . 
В ячейке В15 введем формулу для вычисления температуры воздуха в 
выходном сечении 
 T2 = T*(2).  
В ячейке Е15 введем формулу для вычисления скорости звука в выход-
ном сечении. 
 22 kRTa  .  
В ячейке С15 введем формулу для вычисления плотности воздуха в вы-
ходном сечении по уравнению состояния. 
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p
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В ячейки A17, В17, Е17 введем те же формулы, как и в примере 4.4.7 при 
расчете сверхзвукового сопла. В ячейке С17 введем формулу для вычисления 
полного давления (давления торможения) воздуха в выходном сечении сопла 
)(
p
*p
2
2 
 . 
В ячейке D17 введем формулу для вычисления потерь полного давления в 
сопле 
*** ppp 21  . 
Результаты расчетов приведены на листинге результатов расчета 
(рис. 4.54).  
Как видно из представленных результатов, температура воздуха на срезе 
сопла составила t3 = –8,0 ºС. Несмотря на достаточно большую скорость исте-
чения w2 = 237,2 м/с, потери давления в сопле существенно меньше, чем для 
сверхзвукового сопла, и составляют 
07904211500131 ,,,ppp
***   атм. 
4.4.7. Расчет газового эжектора 
Газовым эжектором называется струйный аппарат, в котором полное дав-
ление газового потока увеличивается под действием струи другого, более высо-
конапорного потока. Передача энергии от одного потока к другому происходит 
путем их турбулентного смешения. Повышение давления эжектируемого пото-
ка без непосредственной затраты механической энергии является основным, 
принципиальным качеством эжектора. Благодаря простоте конструкции по 
сравнению с механическими нагнетателями, газовые эжекторы нашли широкое 
применение в технике. Эжектор может использоваться в роли насоса, компрес-
сора, эксгаустера для создания пониженного давления в некотором объеме, для 
увеличения реактивной тяги и других целей. В зависимости от назначения 
эжекторы имеют различные конструктивные особенности. Принципиальная 
схема эжектора показана на рис. 4.55. Он состоит из активного сопла 1, эжекти-
рующего (рабочий) газа, приемной камеры 2 для подвода эжектируемого пото-
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ка, пассивного сопла 3 эжектируемого газа, камеры смешения 4, диффузора 5, 
предназначенного для повышения статического давления. В некоторых струй-
ных аппаратах диффузор или пассивное сопло могут отсутствовать. 
 
Рис. 4.55. Принципиальная схема газового эжектора 
Рабочий процесс эжектора сводится к следующему. Высоконапорный 
(рабочий, эжектирующий) газ, имеющий полное давление p* и температуру 
торможения Т*, вытекает через сопло 1 в смесительную камеру 4. Во входном 
сечении смесительной камеры устанавливается статическое давление р2, кото-
рое ниже полного давления низконапорного (эжектируемого) газа р2
*.  
Под действием разности давлений низконапорный газ устремляется в ка-
меру смешения. В конце камеры 4 после завершения процесса смешения газ 
имеет осредненные параметры p3, T3, w3. На выходе из диффузора статическое 
давление газа p4 больше статического давления в конце камеры смешения p3. 
Если обозначить массовый расход рабочего потока G1, а массовый расход эжек-
тируемого газа G2, то отношение n = G2/G1 называется коэффициентом эжек-
ции. 
Отношение статического давления рабочего газа перед соплом к статиче-
скому давлению эжектируемого газа p1/p2 называют степенью расширения. 
Отношение статического давления на выходе из диффузора к статиче-
скому давлению эжектируемого газа p4/p2 называют степенью сжатия или сте-
пенью повышения давления. 
Рабочий 
поток 
Эжектируемый 
поток 
Сжатый 
поток 
1 4 
р1,w1,T1,F1 p3,w3,T3,F3 
p*, T* 
рn,Tn 
L3 
p4,w4,T4,F4 p2,w2,T2,F2 
2 3 5 
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Основным геометрическим параметром эжектора является отношение 
площадей выходных сечений сопел для рабочего и эжектируемого потока 
 
13
1
2
1
FF
F
F
F

 , (4.291) 
где F1, F2 ‒ соответственно площадь выходных сечений сопел для подвода ра-
бочего и эжектируемого газа; F3 ‒ площадь сечения цилиндрической камеры 
смешения. Эжектор с большим значением α является высоконапорным, но об-
ладает малым коэффициентом эжекции. И наоборот, эжектор с малым α позво-
ляет получить большой коэффициент эжекции, но обладает малым напором. 
Второй геометрический параметр эжектора ‒ относительная длина каме-
ры смешения L3/d3 ‒ также существенно влияет на работу эжектора. Обычно ее 
принимают не менее 8‒10 калибров. 
Третий геометрический параметр эжектора ‒ степень расширения диффу-
зора f = F4/F3 ‒ отношение площади сечения на выходе из диффузора к площа-
ди на входе в него.  
Если эжектор работает при заданном статическом давлении на выходе из 
диффузора (например, при выходе в атмосферу или в сосуд с постоянным дав-
лением), то степень расширения диффузора f существенно влияет на все пара-
метры эжектора.  
При расчетах эжектора обычно принимают допущение об одномерности 
потока. Закон сохранения массы имеет вид 
 213 GGG  , тогда n1/GG 13  . (4.292) 
На основании закона сохранения энергии можно записать 
 Q
w
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w
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222
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1
111
2
3
333 , (4.293) 
где Q ‒ общее количество тепла, подводимое к газу в секунду через стенки сме-
сительной камеры. Перейдем к параметрам торможения, тогда уравнение со-
хранения энергии примет вид 
 QTcGTcGTcG *p
*
p
*
p  222111333 . (4.294) 
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При расчете обычных эжекторов принимается, что Q = 0 и смешиваемые 
газы однородны и имеют одинаковую теплоемкость. В этом случае уравнение 
(4.294) можно преобразовать: 
 
*
*
*
*
T
T
n
T
T
)n(
1
2
1
3 11  . (4.295) 
Введем соотношение 
*
*
T
T
1
2  и получим удобные формулы для расчета: 
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. (4.296) 
Как отмечалось ранее, расход газа в произвольном сечении сопла можно 
рассчитать по формуле 
 
*
*
T
)(Fqp
mG

 1 ,  (4.297) 
где m определяется формуле (4.186) и для воздуха m = 0,0404 м-1·с·K0.5; 
σ1 ‒ коэффициент восстановления давления в активном сопле.  
Выразив весовые расходы в уравнении неразрывности (4.294) с помощью 
формулы (4.297), получим формулу, связывающую параметры эжектора в сече-
ниях 1 и 3: 
 )(q
)(qF
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 . (4.298) 
В случае звукового или сверхзвукового эжектора следует положить 
q(λ1) = 1. 
Уравнение количества движения имеет вид 
 ртPFpwGFpwGFpwG  222211113333 , (4.299) 
где Gw+pF ‒ полный импульс в соответствующем сечении; ртр ‒ суммарная си-
ла трения о боковую поверхность смесительной камеры.  
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Часто полагают ртр = 0. В противном случае ее можно определить по 
формуле 
 3
2
33
3
3
2
F
w
d
L
p рт

 , (4.300) 
где ζ ‒ коэффициент сопротивления. Для турбулентного режима можно при-
нять, что ζ=const. Хорошее согласие с опытом дает ζ = 0,015‒0,02. Переходя к 
приведенной скорости, получим 
 333
3
3
kрт aGd
L
p  . (4.301) 
Уравнение импульсов примет следующий вид: 
    n)(z)(z)n)(n()(z 213213 11 . (4.302) 
Здесь величина χ ‒ приведенная длина трения, определяемая зависимо-
стью 
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. (4.303) 
Так как в эжекторах отношение L3/d3 обычно не превышает 10, то трени-
ем можно пренебречь и пользоваться формулой 
  n)(z)(z)n)(n()(z 213 11 . (4.304) 
Выразим коэффициент эжекции через отношение расходов с помощью 
зависимости (4.297). 
**
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После упрощения получим 
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11
22 , (4.305) 
где σ1, σ2 ‒ коэффициенты восстановления давления соответственно в активном 
и пассивном сопле: 11 
** pp  и 22 
*
n
* pp . 
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Аналогично можно получить уравнение, связывающее параметры газа в 
сечениях 1 и 3 и коэффициент эжекции: 
 1
3111
1333 


n
TF)(qp
TF)(qp
**
**
. (4.306) 
Приведенные уравнения позволяют определить основные параметры по-
тока в сечениях 1, 2, 3 при заданных геометрических параметрах и начальных 
параметрах потока. 
Для расчета диффузора используют уравнение неразрывности в форме 
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. (4.307) 
Коэффициент восстановления давления в диффузоре σd определится по 
формуле 
 
)(P
p
P
p
**
*
d
43
4
3
4

 . (4.308) 
Если T4
* = T3
*, то уравнение неразрывности (4.307) примет вид 
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4 . (4.309) 
Часто задают статическое давление на выходе р4 из диффузора. В этом 
случае уравнение неразрывности запишется в виде 
 
dF
)(qF
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33
4 . (4.310) 
В заключение приведем полезную приближенную формулу [1] для опре-
деления полного давления после смешения:  
 



1
21
3
**
* ppp . (4.311) 
Если величины λ1, λ 2, λ3 лежат в пределах 0,15‒1,1 и отношение темпера-
тур 0,3 <θ < 3,0, то ошибка по формуле (4.311) не превышает 4 %. 
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Пример 4.4.12. Расчет эжектора со звуковым активным соплом. 
Задано: рабочий и эжектируемый газ ‒ воздух, k = 1.4; параметры рабоче-
го газа перед активным соплом – абсолютное давление p* = 4,0 атм; T* = 320 К; 
параметры эжектируемого газа ‒ наружное давление рn = 1 атм; температура, 
T* = 288 К. Коэффициенты восстановления давления в активном и пассивном 
соплах равны соответственно σ1 = 0,99, σ2 = 0,98, в диффузоре σd = 0,98. Сопро-
тивлением камеры смешения пренебречь. Диаметр активного сопла d = 6 мм. 
Отношение α = F2/F1 = 0,19. Степень расширения диффузора f = F4 /F3 = 1,2. 
Абсолютное статическое давление на выходе из диффузора p4 = 1,3 атм 
Необходимо определить коэффициент эжекции n и расход через активное 
сопло G1, расход эжектируемого воздуха G2,и параметры газа в сечениях 1–1, 
2–2, 3–3, 4–4.  
Введем в ячейки A4:Н4 исходные данные: параметры воздуха для нор-
мальных условий (нормальные условия отличаются от стандартных только 
температурой. Для нормальных условий t0 = 0 ºC, для стандартных условий 
tс = 20 ºC) – давление р0; термодинамическую температуру Т0; параметр m, вы-
численный по формуле (4.186); удельную газовую постоянную для воздуха 
R, Дж/(кг·K); коэффициент адиабаты k; наружное давление рn; температуру 
наружного воздуха Тn; степень расширения диффузора f. 
В ячейки A6:Н6 введем исходные данные – абсолютное давление р* за-
торможенного газа перед активным соплом, температуру Т* заторможенного 
газа перед активным соплом, геометрический параметр эжектора α, коэффици-
енты восстановления давления в активном и пассивном соплах и диффузоре со-
ответственно σ1,, σ2, σd, диаметр выходного сечения d звукового сопла, абсо-
лютное давление р4 на выходе из диффузора. 
В ячейках A9:Н9 и A11:Н11 введем формулы для вычисления параметров 
газа в сечении 1–1. В ячейке A9 определяется полное давление по зависимости 
11 
** pp . 
В ячейке Н9 введем диаметр d1 отверстия сопла, в ячейке G9 формулу для 
вычисления площади F1 сечения сопла, в ячейке F9 формулу для вычисления 
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критической скорости a1кр в сечении 1–1, в ячейке Е9 введем значение приве-
денной скорости λ1, в ячейке В9 – значение температуры торможения Т1
*, в 
ячейке С9 введем формулу для вычисления плотности ρ1
* воздуха в условиях 
заторможенного состояния, в ячейке D9 вычислим массовый расход воздуха 
G1,по формуле 
*
*
T
Fp
mG
1
1
11  . 
В ячейке A11 запишем формулу для вычисления скорости воздушного 
потока в сечении 1–1  
крaw 111  . 
В ячейках A11:D11 введем формулы для вычисления газодинамических 
функций в сечении 1–1, в ячейке Е11 формулу для вычисления плотности воз-
духа в сечении 1–1 
ρ1 = ρ1*ε(1). 
В ячейке F11 наберем формулу для вычисления температуры воздуха в 
сечении 1–1  
T1 = T1*(1). 
В ячейке G11 запишем формулу для вычисления температуры воздуха в 
сечении 1–1  
p1 = p1*(1). 
Далее алгоритм решения будет следующий. Зададим значение приведен-
ной скорости λ2 в сечении 2–2. Затем вычислим все параметры в сечениях 2, 3, 
4, а далее невязку по давлениям в сечении 4‒4. Средствами Excel минимизиру-
ем эту невязку, изменяя значение приведенной скорости λ2. 
Запишем в ячейку Е14 стартовое значение приведенной скорости в сече-
нии 2–2 λ2 = 0,3.  
В ячейке G14 наберем формулу для вычисления площади F2 входного се-
чения эжектируемого газа: 
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
 12
F
F . 
В ячейке H14 введем следующую формулу для вычисления диаметра d2, 
мм, входного сечения эжектируемого газа: 
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d 
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
 . 
В ячейке A14 определяется полное давление в сечении 2–2 по зависимо-
сти 
22 
*
n
* pp . 
В ячейке В14 введем значение температуры торможения эжектируемого 
воздуха Тn
*, в ячейке F14 формулу для вычисления плотности ρ2
* эжектируемо-
го воздуха в условиях заторможенного состояния. 
В ячейке F14 введем следующую формулу для вычисления критической 
скорости a2кр в сечении 2–2: 
*
кр RTk
k
a 22 1
2

 . 
В ячейках A14:D14 наберем формулы для вычисления газодинамических 
функций в сечении 1–1. 
В ячейке D14 вычислим массовый расход эжектируемого воздуха G2 по 
формуле 
*
*
T
)(qFp
mG
2
222
22

 .  
В ячейках Е14:Н14 введем формулы для определения плотности ρ2, тем-
пературы Т2, давления р2, скорости w2 воздуха в сечении 2–2, аналогичные, как 
и в ячейках Е11:Н11. 
В ячейке A29 вычислим коэффициент эжекции по формуле 
1
2
G
G
n  . 
Далее вычисляем параметры газового потока в сечении 3–3. 
В ячейке G19 введем формулу для вычисления площади F3: 
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213 FFF  . 
В ячейке H19 введем значение диаметра d3 = d2, в ячейке В19 следующую 
формулу для вычисления температуры торможения в сечении 3–3: 
 ** T
n
n
T 13 1
1


 , (4.312) 
где параметр θ определяется соотношением температур торможения по форму-
ле, которую мы запишем в ячейку С29: 
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T
T
1
2 . 
С учетом этого зависимость (4.311) примет вид 
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В ячейке Е19 вычислим значение приведенной скорости λ3 по формуле 
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В ячейке F29 определим газодинамическую функцию z(λ3) в сечении 3–3 
по формуле 
)n)(n(
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11
21
3 . 
В ячейке E29 определим газодинамическую функцию z(λ2): 
2
22
1

 )(z
. 
В ячейке D29 определим газодинамическую функцию z(λ1). 
В ячейке D19 введем следующую формулу для определения массового 
расхода в сечении 3–3: 
212 GGG  . 
В ячейке А19 находят давление торможения р3 в сечении 3–3 по формуле  
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В ячейке С19 введем формулу для вычисления плотности ρ3
* воздуха в 
условиях заторможенного состояния. 
В ячейке F19 введем формулу для вычисления критической скорости a3кр 
в сечении 3–3: 
*
кр RTk
k
a 33 1
2

 . 
В ячейках Е19:Н19 введем формулы для определения плотности ρ3, тем-
пературы Т3, давления р3, скорости w3 воздуха в сечении 3–3, аналогичные, как 
и в ячейках Е11:Н11. 
Далее вычисляем параметры газового потока в сечении 4–4. 
В ячейке А24 найдем давление торможения в сечении 4–4 по формуле 
d
** pp  34 . 
Так как процесс адиабатический, то Т4
*=Т3
*, поэтому в ячейке В24 введем 
значение температуры Т3
*. 
В ячейке А24 введем формулу для вычисления плотности ρ4
* воздуха в 
условиях заторможенного состояния. 
В ячейке D24 введем значение массового расхода в сечении 4–4: 
34 GG  . 
В ячейке F24 введем формулу для вычисления критической скорости a4кр 
в сечении 4–4: 
*
кр RTk
k
a 44 1
2

 . 
В ячейке G24 введем формулу для вычисления площади F4: 
fFF 34  . 
В ячейке H24 введем значение диаметра d4, мм: 



6
4
4
104F
d . 
В ячейке В29 вычислим значение газодинамической функции y(λ4) по 
формуле 
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В ячейке G29 определим коэффициент А по зависимости 
)(y
k
k
k
A
k
4
1
1
1
2
1
1
1

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

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 


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. 
В ячейке Е24 найдем значение приведенной скорости λ4 в сечении 4–4: 
1
1
22
2
4 







k
kAA
. 
В ячейке H29 введем =G26-H6 или формулу невязки  
44 pp  . 
Далее вызовем метод Excel Подбор параметра и установим следующее 
задание: 
Установить в ячейке H29 
Значение 0, 
Изменяя значение ячейки Е14 (подбирая λ2). 
Далее нажмем клавишу OK. 
После этого произойдет поиск приведенной скорости λ2, и мы получим 
решение поставленной задачи (рис. 4.56). 
Как свидетельствуют представленные данные, коэффициент эжекции при 
заданных исходных данных составляет n = 0,6678. Статическое давление в вы-
ходном сечении диффузора эжектора составляет заданное значение 
р4 = 1,300 атм. Полное давление в сечении 3–3, как следует из приведенного 
решения, составляет р3
* = 1,4641. Сравним полученное значение со значением, 
рассчитанным по приближенной формуле (4.293): 
45581
1901
98009603190
1
21
3 ,,
,,,pp
p
**
* 





 . 
Таким образом, ошибка составляет не более 0,57 %. Использование этой 
формулы позволяет существенно упростить расчет эжектора. 
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Рис. 4.56. Листинг решения задачи расчета газового эжектора 
Можно исследовать полученное решение, изменить какой-либо параметр, 
а затем решить, минимизируя невязку. Например, установим в ячейке Н6 дав-
ление р4 в выходном сечении диффузора. Получим коэффициент эжекции 
n = 1,2853. Однако нельзя произвольно задавать различные данные, так как у 
эжектора есть различные режимы запирания. Так, в приведенном примере ско-
рость в сечении 2–2 возросла до w2 = 250,7 м/с. При дальнейшем снижении дав-
ления р4 скорость w2 может достичь скорости звука и произойдет запирание 
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эжектора. С использованием изложенного метода был рассчитан эжектор со 
следующими параметрами α = 0,1, р4/pn = 1,1, f = 1,2, d1 = 5 мм, Т1 = 320 К, 
Тn = 288 К, σ1 = 0,99, σ2 = 0,98, σd = 0,98. На рис. 4.57 приведен график зависимо-
сти коэффициента эжекции от давления перед активным соплом.  
 
Рис. 4.57. Зависимость коэффициента эжекции от давления перед активным соплом 
На рис. 4.58 приведен график соотношения полных давлений, рассчитан-
ных по приведенной методике и упрощенной зависимости (4.293). Как следует 
из приведенного на рис. 4.58 графика, упрощенная методика дает приемлемый 
по точности результат в широком диапазоне давлений. 
Таким образом, упрощенная методика дает приемлемый по точности ре-
зультат, поэтому данной формулой можно пользоваться, по крайне мере, в диа-
пазоне давлений от 0,2 до 0,6 МПа. 
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Рис. 4.58. Зависимость полного давления р3* в конце камеры смешения эжектора  
от давления перед активным соплом 
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5. ДВИЖЕНИЕ ЧАСТИЦ В ГАЗОВЫХ ПОТОКАХ 
Движение твердых частиц в различных аппаратах носит, как правило, 
массовый характер. Тем не менее изучение аэродинамики одиночных частиц 
является важным, так как позволяет найти величину силы, действующей со 
стороны газового потока, определить траекторию движения, скорость частицы 
и другие важные параметры. В связи с этим рассмотрим основные вопросы 
аэродинамики одиночных частиц.  
5.1. Сила аэродинамического сопротивления 
Теоретически сила Fs аэродинамического сопротивления определена из 
решения уравнений Навье – Стокса как результирующая сил давления на по-
верхность частицы только для вязкого, ламинарного режима обтекания сфери-
ческой частицы и имеет вид 
 os wrF

 6 , (5.1) 
где r – радиус частицы, м;  
η – коэффициент динамической вязкости, Па∙с;  
wo – скорость обтекания, м/с. 
 uwwo

 , (5.2) 
где w, u – соответственно скорости потока и частиц, м/с. 
Это выражение хорошо согласуется с опытом для малых частиц в области 
чисел Рейнольдса Re < 1. Критерий Рейнольдса для частицы определяется по 
формуле 
 


 0
2 wr
Re . (5.3) 
Если поток среды и частица двигаются, то сила сопротивления описыва-
ется известным уравнением Чена [4]: 
    
 
td
tt
td
uwd
dt
uwd
r
dt
dw
ruwrF
t
t
s 




 
0
6
3
2
3
4
6 33 . (5.4) 
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Первое слагаемое выражения (4.299) называют стационарным. Второе 
слагаемое обусловлено ускорением потока, или градиентом давления. Третье 
слагаемое связано с ускорением присоединенной массы. Четвертое слагаемое, 
известное как член Бассе, обусловлено нестационарным характером обтекания 
частицы. Как показали многочисленные исследования данной зависимости, 
влиянием третьего и четвертого членов для газового потока можно пренебречь. 
Стационарный член в общем случае часто представляют в виде 
  uwuwrCF xs

 2
2
1
, (5.5) 
т. е. 
  22
2
1
uwrCF xs  , (5.6) 
где Сх – коэффициент аэродинамического сопротивления частицы, который яв-
ляется функцией критерия Рейнольдса Сх(Re). При сверхзвуковых скоростях 
обтекания коэффициент сопротивления зависит не только от критерия Рей-
нольдса, но и от числа Маха [70]. В литературе также встречаются зависимости 
коэффициента сопротивления Сх от ускорения [86]. Однако такой подход пред-
ставляется неправильным. Если движение частицы и среды ускоренное, то то-
гда для выражения силы сопротивления надо пользоваться уравнением (5.4). 
5.2. Коэффициент сопротивления 
В зависимости от значения критерия Рейнольдса существуют различные 
режимы обтекания. Так, при рассмотрении движения тонкодисперсных частиц 
в процессах пылеулавливания и седиментации число Рейнольдса, как правило, 
меньше единицы и режим обтекания ламинарный. В процессах пневмотранс-
порта и пневмоклассификации крупных частиц режим обтекания турбулентный 
или в переходной области. В качестве границ режима обтекания приняты сле-
дующие значения:  
1Re – ламинарный,  
1 < Re < 500 – переходный, 
Re > 500 – турбулентный. 
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Существует большое количество зависимостей для определения коэффи-
циента сопротивления в различных диапазонах чисел Re [78, 56, 58, 52]. Обыч-
но зависимости Cx(Re) используют для приведенных диапазонов либо приме-
няют универсальные зависимости. При этом зависимости для узкого диапазона 
с большей точностью описывают экспериментальные данные, но ими можно 
пользоваться только в данном узком диапазоне чисел Рейнольдса. С другой 
стороны, какие-то реальные процессы, например седиментации, пневмосепара-
ции, пневмотранспорта, захватывают широкий диапазон чисел Рейнольдса. В 
частности, процесс седиментации лежит в пределах Re < 5 или даже Re < 20. 
Процесс движения отдельной тонкодисперсной частицы в условиях пневмот-
ранспорта может захватывать как турбулентный, так и ламинарный режим об-
текания. Рассмотрим, как различные зависимости соотносятся с опытными 
данными. 
Многие известные формулы похожи друг на друга по структуре и отли-
чаются только значениями параметров, поэтому их удобно разбить на группы. 
Группа 1. Двухпараметрические зависимости вида  
 
nx Re
A
)Re(C  , (5.7) 
где А и n – параметры. 
Группа 2. Двухпараметрические зависимости вида  
 B
Re
A
)Re(C x  , (5.8) 
где А и B – параметры. 
Группа 3. Трехпараметрические зависимости вида  
 
nx Re
B
Re
A
)Re(C  , (5.9) 
где А, В, n – параметры. 
Группа 4. Четырехпараметрические зависимости вида 
 C
Re
B
Re
A
)Re(C
nx
 , (5.10) 
где А, В, С, n – параметры. 
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Группа 5. Другие функциональные зависимости. 
Сравним расчетные значения коэффициента сопротивления по этим фор-
мулам с экспериментальными данными для указанных диапазонов. В табл. 5.1 
приведены формулы и их степень точности в различных диапазонах чисел Рей-
нольдса. 
Степень точности оценивалась по двум параметрам – средней ошибке Δср 
и максимальной ошибке Δmax, %. Ошибки определялись по следующим зависи-
мостям, %: 
 
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
n
i x
э
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э
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100
, (5.11) 
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э
100 , (5.12) 
где i = 1, 2 ,…, n. 
В табл. 5.1 не рассматривается достаточно большое количество формул 
по той причине, что по точности они уступают приведенным формулам. Также 
не приведена известная формула И.А. Вахрушева [16] для Re < 200 000: 
 
 
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
 
 (5.13) 
Первый сомножитель данной формулы представляет собой формулу Вах-
рушева И.А., приведенную в таблице под номером 10. В рассматриваемом диа-
пазоне значения коэффициентов сопротивления, рассчитанные по обеим фор-
мулам, практически одинаковы.  
По приведенным данным в табл. 5.1 можно судить о том, насколько 
обосновано применение различных формул для расчета, например процесса се-
диментации при Re < 20. 
Группа 1. Наилучшей формулой из данной группы следует признать 
формулу Стокса, но применять ее можно для значения критерия Рейнольдса 
Re < 1. Средняя ошибка в этой области 2,32 %. Однако, как известно, в процес-
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се седиментационного анализа часто бывают случаи, когда Re > 1 или даже 
Re > 5. В этом случае закон Стокса дает большую ошибку и неприменим. Сред-
няя ошибка – 12,84 %, максимальная ошибка – 41,46 %. 
Группа 2. Формулы из данной группы очень хорошо подходят для расче-
та процесса седиментации. Очень удачна формула Рубея [52]. В области Re < 5 
средняя ошибка составляет 1,63 %. 
Группа 3. Наиболее известная формула из этой группы и широко приме-
няемая в практике седиментационного анализа [35, 32, 32] – формула 
Л.С. Клячко [35]. Однако в области Re < 5 наилучший результат дают формулы 
Шиллера – Наумана и Серафини. Наименьшая средняя ошибка для них состав-
ляет 3,19 %. 
Группа 4. Наилучший результат дает формула Г.М. Островского [53]. 
Средняя ошибка в области Re < 5 составляет 3,98 %.  
Группа 5. Формулы Б.Б. Кудряшова [41] и Гумца [52] малопригодны для 
описания процесса седиментационного анализа, так как дают очень большую 
ошибку. Хорошо известны и очень широко применяются универсальные фор-
мулы Р.Б. Розенбаума, О.М Тодеса [61] и Г.А. Адамова [2]. Средняя ошибка в 
области Re < 5 для этих формул соответственно составляет 4,14 и 3,32 %. К до-
стоинству этих формул можно отнести то, что они применимы для широкого 
диапазона Re < 200 000 и выражаются через критерий Архимеда, что позволяет 
просто определять скорость осаждения.  
Таким образом, широко используемые законы Стокса, Клячко и другие не 
обеспечивают достаточной точности определения коэффициента сопротивле-
ния, а их применимость очень часто ограничивается небольшими диапазонами 
значений Re. 
Так как рабочий диапазон чисел Рейнольдса для процесса седиментаци-
онного анализа для большинства материалов лежит в пределах 0,0001 < Re < 5, 
а закон Стокса в данной области дает существенные ошибки более 30 %, необ-
ходимо использовать иные, более точные зависимости при расчете коэффици-
ента сопротивления сферической частицы. 
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В работах [79, 78] предложено три формулы для расчета коэффициента 
сопротивления сферической частицы: 
 
Re
,
,(Re)Cx
723
592   для Re<5,  (5.14) 
 
5113624 /
ReRe
(Re)Cx 




  для Re<10, (5.15) 
 
30
5424
,
ReRe
(Re)Cx 




  для Re<1000.  (5.16) 
В табл. 5.2, 5.3 приведены соотношения опытных и расчетных значений 
коэффициента лобового сопротивления сферических частиц по наилучшим и 
наиболее широко используемым формулам.  
Так как процесс седиментационного анализа обычно протекает в области 
Re < 5, то наилучший результат дает формула (5.14). Средняя ошибка составля-
ет 1,42 %. В этой же области чисел Рейнольдса для формулы по уравнению 
(5.15) средняя ошибка составляет 1,98 %, что в 2 раза меньше средней ошибки 
по формуле Клячко и в 4 раза меньше средней ошибки по формуле Стокса. 
Широко используемая и считающаяся наиболее точной формула Вахрушева 
(см. табл. 5.3) дает в несколько раз большую среднюю ошибку, чем предложен-
ные зависимости (5.14‒5.16). Аналогичная по структуре формула (5.16) дает 
хороший результат в широком диапазоне чисел Рейнольдса, что позволяет при-
менять ее не только для расчета процессов седиментации, а также для расчета 
газодинамических процессов, например, в пневмотранспорте.  
 
  244 
Таблица 5.1 
Соотношение расчетных и экспериментальных данных коэффициента сопротивления 
Формула Автор 
Диапазон чисел Рейнольдса 
Re < 20 Re < 10 Re < 5 Re < 2 Re < 1 
Ошибки, % 
Δср Δmax Δср Δmax Δср Δmax Δср Δmax Δср Δmax 
Группа 1 
Re
(Re)Cx
24
 , Re < 1 Стокс [47] 15,68 52,94 12,84 41,46 8,17 30,43 4,04 17,81 2,32 9,43 
950
926
,Re
,
(Re)Cx  , 0,1< Re < 1
 
Теверовский 
[74] 
6,14 20,65 9,70 26,38 7,24 20,65 6,14 20,65 6,32 20,65 
80
526
,Re
,
(Re)Cx  , 1< Re <10
 
Теверовский 
[74] 
16,52 72,26 17,38 72,26 19,82 72,26 22,92 72,26 25,25 72,26 
Группа 2 
Re
(Re)Cx
24
2  , Re < 10 Рубей [52] 3,8 25,49 2,13 7,32 1,63 4,11 1,14 4,11 1,07 2,50 
Группа 3 
3
1
424
Re
Re
(Re)Cx  , 0,1< Re <700 Клячко [35] 4,33 7,47 4,29 7,47 4,34 7,47 4,52 7,47 4,60 7,47 
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Продолжение табл. 5.1 
Формула Автор 
Диапазон чисел Рейнольдса 
Re < 20 Re < 10 Re < 5 Re < 2 Re < 1 
Ошибки, % 
Δср Δmax Δср Δmax Δср Δmax Δср Δmax Δср Δmax 
Группа 3  
3130
6324
,Re
,
Re
(Re)Cx  , Re < 1000 Шиллер,  
Науман [52] 
2,88 6,56 2,92 6,56 3,19 6,56 3,61 6,56 3,81 6,56 
3330
792324
,Re
.
,
Re
(Re)Cx  , Re < 1000 Серафини  
[52] 
3,29 7,08 3,4 7,08 3,69 7,08 4,08 7,08 2,24 7,08 
Группа 4 
ReRe
,(Re)Cx
424
40  , Re < 30 000 Брауэр,  
Мьюс [52] 
4,42 9,63 4,60 9,63 5,29 9,63 5,99 9,63 6,2 9,63 
Re
,
Re
,
Re
Cx
4910565424
3
 , Re < 20 000 Вахрушев  
[16] 
5,18 8,70 4,91 7,40 4,65 7,40 4,60 7,40 4,60 7,40 
ReRe
,(Re)Cx
624
280  , Re < 1000 Румпф [52] 10,98 14,68 11,01 14,68 10,79 14,68 10,36 14,68 10,01 14,68 
ReRe
,
,(Re)Cx
/
2463
3360
94
 , Re < 10 000 Островский  
[53] 
3,43 8,10 3,53 8,10 3,98 8,10 4,70 8,10 4,96 8,10 
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Окончание табл. 5.1 
Формула Автор 
Диапазон чисел Рейнольдса 
Re < 20 Re < 10 Re < 5 Re < 2 Re < 1 
Ошибки, % 
Δср Δmax Δср Δmax Δср Δmax Δср Δmax Δср Δmax 
Группа 5 
2
3
3
2
06501
24








 Re,
Re
(Re)Cx , 
Re <200 000 
Адамов [2] 5,42 15,36 4,65 13,06 3,32 9,96 2,21 4,76 1,89 4,4 







Re
,,
Re
(Re)Cx
194
124802480
24  
или 
Ar,
Ar
Re
61018
 , Re <200 000 
Розенбаум, Тодес 
[61] 
4,91 8,20 4,44 8,20 4,14 8,20 4,44 8,20 4,91 8,20 
 
Re
Rea
(Re)Cx
2
24 
 , 
где а = 0,08741Re при 0,6 < Re <8 
Гумц [52] 18,09 129,2 9,54 50,51 3,87 17,88 1,94 3,65 1,78 3,65 
 287332513860 ,Relg,,(Re)Cx   
для Re < 100 000 
Кудряшов [41] 77,88 843,2 83,64 843,2 98,05 843,2 118,7 843,2 132,9 843,2 
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Таблица 5.2 
Соотношение опытных и расчетных значений  
коэффициента сопротивления сферических частиц в области Re < 5 
Re Опыт 
Клячко 
[35] 
Розенбаум, 
Тодес [61] 
Стокс 
[47] 
Рубей 
[52] 
Уравнение 
(5.14)  (5.15)  (5.16) 
0,001 24000 24040 24109 24000 24002 23703 24011 24026 
0,01 2400 2419 2435 2400 2402 2373 2407 2413 
0,1 240,0 248,6 251,2 240 242,0 239,6 244,2 246,6 
0,2 120,0 126,8 128,0 120,0 122,0 121,1 123,7 125,4 
0,3 80,0 86,0 86,6 80,0 82,0 81,6 83,4 84,7 
0,5 49,5 53,0 53,1 48,0 50,0 50,0 51,1 52,1 
0,7 36,5 38,8 38,7 34,3 36,3 36,4 37,2 38,0 
1,0 26,5 28,0 27,7 24,0 26,0 26,3 26,7 27,3 
2,0 14,6 15,2 14,7 12,0 14,0 14,4 14,3 14,7 
3,0 10,4 10,8 10,3 8,00 10,0 10,5 10,1 10,4 
5,0 6,90 7,14 6,61 4,80 6,80 7,33 6,74 6,84 
Средняя 
ошибка, % 4,34 5,04 8,17 1,63 1,42 1,98 2,52 
Максимальная 
ошибка, % 7,37 11,40 30,43 4,11 6,23 4,25 5,94 
Средняя ошибка формулы (5.16) в области Re < 1000 составляет 3,41 %, в 
то время как средняя ошибка формулы Клячко [35], которую широко исполь-
зуют в области Re < 1000, в 2 раза больше и составляет 7,35 %. 
В результате анализа можно сделать вывод о том, что для расчета, 
например, процесса седиментации и определения коэффициента сопротивления 
в области Re < 5 лучше всего подходят уравнения (5.14) и (5.15) и форму-
ла (5.16). Таким образом, при рассмотрении конкретного процесса сначала 
необходимо определиться с диапазоном изменения чисел Рейнольдса, а затем 
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уже выбирать наиболее точную в данном диапазоне чисел формулу зависимо-
сти Cx(Re). 
Таблица 5.3 
Средняя ошибка расчетного коэффициента сопротивления при разных 
значениях чисел Рейнольдса для сферических частиц 
Re 
Средняя ошибка, % 
Стокс 
[47] 
Клячко 
[35] 
Вахрушев 
[16] 
Уравнение 
(5.14) (5.15) (5.16) 
< 1 2,32 4,60 4,59 0,92 1,88 3,26 
< 5 8,17 4,34 4,62 1,42 1,98 2,52 
< 10 12,82 4,29 4,85 3,79 1,79 2,25 
< 100 45,29 6,88 5,82 51,40 7,97 2,74 
< 500 58,58 6,52 6,15 115,95 16,61 3,06 
< 1000 73,03 7,35 5,76 184,64 24,46 3,41 
5.3. Скорости осаждения и витания частиц 
Обычно под скоростью осаждения понимают конечную скорость оса-
ждения в неподвижной среде, а под скоростью витания – скорость восходяще-
го потока, при которой происходит взвешивание частицы и она остается непо-
движной в лабораторной системе координат. Если среда безграничная и восхо-
дящий поток ламинарный, то скорости витания и осаждения численно равны. 
Рассмотрим процесс осаждения одиночной сферической частицы в непо-
движной среде. На частицу действуют силы: тяжести Fg, аэродинамического 
сопротивления Fs и Архимеда Fа (рис. 5.1). В соответствии со вторым законом 
Ньютона уравнение движения частицы будет иметь вид 
 agsdt
d
m FFF
V
 , (5.17) 
где m ‒ масса частицы, кг; V ‒ вектор скорости частицы, м/с. 
Сила сопротивления описывается уравнением (5.5) и в нашем случае 
имеет вид 
  249
 VVF  2
2
1
rCxs . (5.18) 
Сила тяжести и сила Архимеда для сферической частицы выражаются за-
висимостями 
 ggF
3
4 3r
m tg

 , (5.19) 
 gF
3
4 3r
a

 , (5.20) 
где ρt – плотность частицы, кг/м
3; ρ – плотность среды, кг/м3; g – ускорение 
свободного падения, g = 9,804 м/с2; r – радиус частицы, м. 
 
Рис. 5.1. Силы, действующие на частицу в процессе осаждения 
По мере увеличения скорости сила сопротивления будет расти и уравно-
весится с силой тяжести и силой Архимеда. При этом ускорение частицы ста-
нет равным нулю и процесс осаждения станет стационарным, т. е. частица бу-
дет осаждаться с постоянной конечной скоростью осаждения vos. Поскольку 
движение одномерное, то уравнение осаждения в этом случае примет вид 
   22
3
2
1
3
4
osxt vrCg
r


 . (5.21) 
Если обе части уравнения умножить на отношение (ρ/η2), то получим 
уравнение стационарного осаждения сферической частицы в критериальном 
виде 
Fg 
Fа 
FS 
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   2
3
4
ReReCAr x , (5.22) 
где Ar ‒ критерий Архимеда, определяемый выражением 
 
 
2
38


 t
gr
Ar . (5.23) 
Число Рейнольдса для частицы определяется соотношением 
 


 os
rv
Re
2
. (5.24) 
Таким образом, чтобы найти конечную скорость осаждения при заданных 
параметрах среды и частицы, необходимо решить нелинейное уравнение (5.22) 
относительно критерия Рейнольдса. Для решения данного уравнения необхо-
димо задать вид зависимости Cx(Re). Как отмечалось выше, для Re < 1 имеется 
точное решение задачи стационарного обтекания сферы, называемое законом 
Стокса. 
 24/Re=Cx(Re) . (5.25) 
Для Re > 500 Cx(Re) = const = 0,44. Эту зависимость называют законом 
Ньютона.  
Для этих двух случаев конечная скорость осаждения находится соответ-
ственно по зависимостям (5.26) и (5.27): 
 
 



gr
v tos
2
9
2
, (5.26) 
 
 



4403
8
.
gr
v tos . (5.27) 
Для промежуточной области, а также для широкого диапазона чисел Рей-
нольдса есть различные аппроксимации, которые мы рассмотрели выше. 
Наибольшее распространение нашла универсальная зависимость Розенбаума – 
Тодеса 
 
Ar,
Ar
Re
61018 
 . (5.28) 
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Пример 5.1. Расчет конечной скорости осаждения твердых частиц. 
Необходимо рассчитать конечные скорости осаждения сферических ча-
стиц диаметром от 10 до 1000 мкм и плотностью ρt = 2650 кг/м
3 в воздухе и в 
воде. Плотность воздуха ρ = 1,2 кг/м3, вязкость воздуха η = 1,8·10–5 Па·с, плот-
ность воды ρ = 1000 кг/м3, вязкость воды η = 0,001 Па·с.  
Для расчета будем использовать уравнение Розенбаума – Тодеса. Затем 
сравним значение скорости осаждения, рассчитанное с использованием зависи-
мости коэффициента сопротивления по уравнению Браура – Мьюса. 
Введем в ячейки A3:F3 исходные данные: плотность частицы ρt, ускоре-
ние свободного падения g, плотность воздуха ρ1, вязкость воздуха η1, плотность 
воды ρ2, вязкость воды η2 (рис. 5.2). В ячейки A1:А15 введем радиус частиц в 
микрометрах.  
В ячейку В6 введем формулу (5.23) для вычисления критерия Архимеда 
(при этом радиус частиц надо вводить в метрах): 
=(2*A6*0,000001)^3*$B$3*($A$3-$C$3)*$C$3/($D$3^2). 
В ячейку С6 введем формулу =B6/(18+0,61*(B6)^0,5) для вычисления 
критерия Рейнольдса по уравнению Розенбаума – Тодеса (5.28).  
В ячейку D6 введем формулу  
 



r
Re
vos 2
 (5.29) 
для вычисления конечной скорости осаждения по критерию Рейнольдса полу-
ченную из (5.24)  
=C6/$C$3*$D$3/(2*A6*0,000001). 
Аналогично введем формулы в ячейки Е6, F6, G6 для вычисления крите-
рия Архимеда, критерия Рейнольдса и скорости осаждения для воды. 
Распространим формулы ячеек строки В6:G6 до В15:G15 и получим ре-
зультат расчета (рис. 5.2). 
Рассчитаем скорость осаждения с использованием зависимости коэффи-
циента сопротивления Брауэра – Мьюса. Уравнение осаждения частиц (5.22) в 
этом случае примет вид 
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 2
424
40
3
4
Re
ReRe
,Ar 




  .  
В ячейку А17 введем радиус частицы, в ячейку В17 скопируем формулу 
для вычисления критерия Архимеда. В ячейку С17 введем стартовое значение 
критерия Рейнольдса, например 500. В ячейку D17 скопируем формулу для вы-
числения скорости осаждения. В ячейку Е17 введем формулу Брауэра – Мьюса 
(см. табл. 5.1)  
=0,4+24/C17+4/(C17^0,5). 
 
Рис. 5.2. Листинг расчета скоростей осаждения 
В ячейку F17 введем невязку между левой и правой частями критериаль-
ного уравнения (5.22). Затем вызовем метод Excel Подбор параметра и устано-
вим следующее задание: 
Установить в ячейке F17 
Значение 0, 
Изменяя значение ячейки C17 (подбирая критерий Re1). 
Далее нажмем клавишу OK. 
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После этого произойдет поиск критерия Рейнольдса Re1, и мы получим 
результат – скорость осаждения vo1 в ячейке D17 (рис. 5.2). Как видим, разница 
в скорости осаждения составляет 3,95 %. Таким образом, определение скорости 
осаждения с помощью формулы Розембаума ‒ Тодеса проще, и его можно ис-
пользовать как первое приближение. Для более точного определения необхо-
димо использовать более точные формулы зависимости коэффициента сопро-
тивления, Cx(Re) и решать нелинейное уравнение. 
5.4. Разгон и торможение частицы 
Нестационарное движение сферической частицы описывается обыкно-
венным дифференциальным уравнением (5.17).  
Рассмотрим два случая одномерного движения частицы:  
1) движение вдоль оси ОХ, когда силой тяжести можно пренебречь; 
2) движение вдоль оси ОY с учетом силы тяжести и Архимеда. 
1. Движение вдоль оси ОХ 
В проекциях на ось ОХ уравнение (5.17) примет вид 
  223
2
1
3
4
xxx
x
t vwrCdt
dv
r  , (5.30) 
где wx – скорость воздушного потока, м/с. 
Приведем данное уравнение, к стандартному виду (форме Коши): 
  2)t(v)t(wA)t(C
dt
)t(dv
xxx
x  , (5.31) 
где параметр А определяется зависимостью 
 
r
A
t


8
3
. (5.32) 
Уравнение, описывающее изменение координаты во времени x(t), имеет 
вид 
 
2
2
2





 
dt
)t(dx
)t(wA)t(C
dt
)t(xd
xx . (5.33) 
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В другой форме уравнение, описывающее изменение скорости в зависи-
мости от координаты х, будет иметь вид 
 
 
)x(v
)x(v)x(w
A)x(C
dx
)x(dv
x
xx
x
x
2
 . (5.34) 
Таким образом, в случае нестационарного одномерного движения части-
цы вдоль оси OX необходимо решать обыкновенные нелинейные дифференци-
альные уравнения (5.31), (5.33), (5.34). 
Если частицы тонкие, то можно использовать формулу Стокса. Тогда при 
постоянной скорости воздушного потока wx(t) = wx = const уравнение (5.31) 
имеет аналитическое решение 
     /tx/txx evew)t(v 01 , (5.35) 
где vx0 = vx( t= 0) – скорость частицы в начальный момент времени, м/с; пара-
метр τ определяется зависимостью 
 



2
9
2 rt . (5.36) 
Параметр τ имеет размерность времени и, как будет показано ниже, пред-
ставляет собой время релаксации частицы.  
Интегрирование зависимости (5.35) позволяет определить координату ча-
стицы в момент времени t. 
     00 1 xevwtw)t(x /txxx   , (5.37) 
где x0 = x( t= 0) – координата частицы в начальный момент времени. 
Уравнения (5.35) и (5.37) справедливы при Re < 1. 
2. Движение вдоль оси ОY 
В проекции на ось ОY уравнение (5.17) примет вид 
     grvwrC
dt
dv
r tyyx
y
t
3223
3
4
2
1
3
4
 . (5.38) 
Аналитическое решение для тонких частиц при постоянной скорости по-
тока имеет вид 
      /ty/tyy eveEw)t(v 01 , (5.39) 
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где vy0 = vy(t = 0) – скорость частицы в начальный момент времени, м/с; пара-
метр E равен конечной скорости осаждения и определяется зависимостью 
 


 tos gvE . (5.40) 
Для газов силой Архимеда можно пренебречь и скорость осажде-
ния будет 
gvos  . 
Уравнение (5.39) примет вид 
       /ty/tosyy evevw)t(v 01 . (5.41) 
Интегрирование зависимости (5.41) позволяет определить координату ча-
стицы в момент времени t. 
       00 1 yevvwtvw)t(y /tyosyosy   . (5.42) 
Уравнения (5.41), (5.42) справедливы при Re < 1. 
Рассмотрим аналитические решения на примере процесса разгона и про-
цесса торможения тонкодисперсных частиц. 
Пример 5.2. Движение частиц под действием силы тяжести. 
Необходимо рассчитать процесс осаждения сферических частиц радиу-
сом r1 = 15 и r2 = 25 мкм плотностью ρt = 2650 кг/м
3 в воздухе. Частица начинает 
движение из состояния покоя. vy0 = 0, y0 = 0. Плотность воздуха ρ = 1,2 кг/м
3, 
вязкость воздуха η = 1,8·10–5 Па·с. Построить графики изменения скорости и 
координаты частиц. 
Решение 
Уравнения (5.41) и (5.42) при данных условиях примут вид 
   /tosy ev)t(v 1 , (5.43) 
   /tosos evtv)t(y 1 . (5.44) 
Введем в ячейки A3, B3, A5, B5 исходные данные: плотность частицы ρt, 
плотность воздуха ρ, ускорение свободного падения g, вязкость воздуха η. В 
ячейки С3, С5 введем радиусы частиц r1 и r2 (рис. 5.3).  
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В ячейки D3, D5 введем формулы для вычисления параметра τ по уравне-
нию (5.36): 



2
1
1 9
2 rt  и 



2
2
2 9
2 rt . 
В ячейки F3, F5 введем следующие формулы для вычисления параметра 
конечной скорости осаждения, vos, по уравнению (5.40): 


 tos gv 11  и 

 tos gv 22 . 
В ячейки А7:А32 введем время с шагом 0,001 с до ячейки А17 и далее с 
шагом 0,005 с. 
 
Рис. 5.3. Листинг расчета разгона частиц под действием силы тяжести 
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В ячейку В7 введем формулу =-$E$3*(1-EXP(-A7/$D$3)) для вычисления 
скорости осаждения, v1y(t), по уравнению (5.43). В ячейку C7 введем формулу 
для вычисления скорости осаждения, y1(t), по уравнению (5.44). 
=(-$E$3*A7+$E$3*$D$3*(1-EXP(-A7/$D$3)))*1000. 
Аналогично в ячейки D7 и E7 введем формулы для вычисления скорости 
v2y(t) и координаты y2(t). Распространим значение ячеек А7:Е7 до ячеек ряда 
А32:Е32 и получим результат решения (рис. 5.3).Построим графики зависимо-
стей скоростей и координат частиц от времени (рис. 5.4, 5.5). 
Рис. 5.4. Зависимость скоростей осаждения частиц от времени 
Рис. 5.5. Зависимость координат частиц от времени 
Из представленных графиков следует, что в начальный период времени 
скорость частиц растет и затем становится равной конечной скорости осажде-
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ния, т. е. далее частицы падают с постоянной скоростью. Как отмечалось выше, 
данное решение справедливо при Re < 1, поэтому сделаем проверку. 
Пример 5.3. Торможение частиц под действием силы сопротивления.  
Рассмотрим движение частиц вдоль оси ОХ. Пусть частицы радиусом 
r1 = 2 и r2 = 3 мкм вводятся в неподвижный поток с начальной скоростью 
v0x=50 м/с. Рассчитаем зависимость скорости частиц от времени. Найдем время 
и путь торможения. Начальную координату примем равной нулю: х0 = 0. 
При скорости потока wx = 0 уравнения (5.45) и (5.47) примут вид 
  /txx ev)t(v 0 , (5.45) 
   /tx ev)t(x 10 . (5.46) 
Введем в ячейки A3, B3, A5, B5 исходные данные: плотность частицы ρt, 
плотность воздуха ρ, ускорение свободного падения g, вязкость воздуха η. В 
ячейки С3, С5 введем радиусы частиц r1 и r2 (рис. 5.6).  
В ячейки D3, D5 введем формулы для вычисления параметра τ по уравне-
нию (5.36): 



2
1
1 9
2 rt  и 



2
2
2 9
2 rt . 
В ячейки F3, F5 введем значение начальной скорости v0x = 50 м/с. В ячей-
ки А7:А37 введем время с шагом 0,001 с. В ячейку В7 введем формулу для вы-
числения скорости осаждения v1x(t) по уравнению (5.45): 
=$E$3*EXP(-A7/$D$3). 
В ячейку C7 введем формулу для вычисления скорости осаждения x1(t), 
по уравнению (5.46): 
=($E$3*$D$3*(1-EXP(-A7/$D$3)))*1000. 
Аналогично в ячейки D7 и E7 введем формулы для вычисления скорости 
v2x(t) и координаты x2(t).  
Распространим значение ячеек А7:Е7 до ячеек ряда А37:Е37 и получим 
результат решения (рис. 5.6). 
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Рис. 5.6. Листинг расчета торможения частиц в неподвижном воздухе 
Построим графики зависимостей скоростей и координат частиц от време-
ни (рис. 5.7, 5.8). 
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Рис. 5.7. Зависимость скоростей частиц от времени 
 
Рис. 5.8. Зависимость координат x(t) частиц от времени 
Из представленных данных следует, что тормозной путь частицы радиу-
сом 10 мкм составляет всего 6,5 мм. Процесс торможения займет 0,0008 с. Ча-
стица радиусом 25 мкм остановится через 26,1 мм. При этом процесс торможе-
ния будет длиться 0,0029 с. Таким образом, несмотря на высокую начальную 
скорость v0x = 50 м/с обе частицы являются малоинерционными и очень быстро 
останавливаются. 
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5.5. Двумерное движение частиц в поперечном потоке 
Рассмотрим уравнение движения сферической частицы в поперечном по-
токе. В неподвижной системе координат, показанной на рис. 5.9, оно имеет вид 
уравнения (5.17). 
agsdt
d
m FFF
V
 . 
При движении частицы в газе силой Архимеда можно пренебречь. 
 
Рис. 5.9. Схема к расчету движения частиц в поперечном потоке 
Уравнение (5.17) в проекциях на оси координат имеет вид 
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  (5.47) 
После некоторых упрощений, с учетом допущений по скорости потока 
wy = 0, wx=w=const, система примет вид 
 
   
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
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
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 (5.48) 
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Fg 
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где параметры А и В определяются выражениями 
tr
A



8
3
, 
 
gB
t
t


 . 
Для того чтобы рассчитать траекторию движения частиц, необходимо 
найти зависимости x(t), y(t). Для этого нужно решить систему уравнений 
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 (5.49) 
Коэффициент сопротивления является функцией критерия Рейнольдса, а 
критерий Рейнольдса определяется зависимостью 
 
 



222 yx vvwr
Re .  
Пример 5.4. Расчет траектории движения частицы в поперечном потоке. 
Рассчитать траекторию движения частицы радиусом r = 30 в поперечном 
потоке. Скорость потока равномерна и постоянна по высоте: wx = 0,2 м/c. При-
нять следующие начальные условия: при t = 0 x = x0 = 0, y = y0, vx = vx0 = 0, 
vy = vy0 = 0. Для определения коэффициента сопротивления использовать фор-
мулу Брауэра – Мьюса 
 
ReRe
,Cx
424
40  .  
Сначала введем исходные данные. Введем в ячейки A3, B3, С3, D3 плот-
ность частицы ρt, плотность воздуха ρ, радиус частиц r , скорость поперечного 
воздушного потока w. В ячейки A5, B5, С5, D5 введем ускорение свободного 
падения g, вязкость воздуха η, высоту H и длину L камеры (рис. 5.10).  
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Рис. 5.10. Фрагмент листинга расчета траектории частицы в поперечном потоке 
Для решения системы дифференциальных уравнений (5.49) воспользуем-
ся программой, реализующей метод прогноза и коррекции, который был рас-
смотрен в первой главе в примере 1.5.4. Применение данного метода оправдано 
тем, что для тонких частиц данная система дифференциальных уравнений ста-
новится жесткой. 
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Через меню последовательно выбираем пункты Вставка, Макрос, Мо-
дуль. После этого появится пустой лист с закладкой Модуль. На этом листе 
необходимо набрать нижеприведенный текст. 
Sub Potok() 
Dim i, J, k, n As Integer 
Dim X0, Y0, Vx0, Vy0, t0, H, HL, L, Tu, Ar, Rev, Vos As Single 
Dim Vx(200), Vy(200), V(200), x(200), y(200), t(200), Cx(200) As Single 
Dim Vkx(200), Vky(200), xk(200), yk(200), Wo(200), Re(200) As Single 
Dim W, r, Muv, Ro, Rot, G, Ev, E, A, B As Single 
ThisWorkbook.Sheets("Лист2").Activate 
'Чтение исходных данных 
Ev = 0.00001 
E = 0.00001 
n = 200 
Rot = Worksheets("Лист2").Cells(3, 1).Value 
Ro = Worksheets("Лист2").Cells(3, 2).Value 
r = Worksheets("Лист2").Cells(3, 3).Value 
W = Worksheets("Лист2").Cells(3, 4).Value 
G = Worksheets("Лист2").Cells(5, 1).Value 
Muv = Worksheets("Лист2").Cells(5, 2).Value 
HL = Worksheets("Лист2").Cells(5, 3).Value 
L = Worksheets("Лист2").Cells(5, 4).Value 
r = r * 0.000001 
Tu = 2 / 9 * Rot * r ^ 2 / Muv 
H = Tu / 5 
'Определение конечной скорости осаждения по формуле Розебаума-Тодеса 
Ar = G * (2 * r) ^ 3 * (Rot - Ro) * Ro / Muv / Muv 
Rev = Ar / (18 + 0.61 * Ar ^ 0.5) 
Vos = Rev * Muv / 2 / r / Ro 
B = (Rot - Ro) / Rot * G 
A = Ro / Rot / r * 3 / 8 
Worksheets("Лист2").Cells(3, 5).Value = Tu 
Worksheets("Лист2").Cells(5, 5).Value = Vos 
'Решение 
'Начальные условия 
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t(0) = 0 
x(0) = 0 
y(0) = 0 
Vx(0) = 0 
Vy(0) = 0 
V(0) = Sqr(Vx(0) ^ 2 + Vy(0) ^ 2) 
Wo(0) = Sqr((W - Vx(0)) ^ 2 + Vy(0) ^ 2) 
Re(0) = 2 * r * Wo(0) * Ro / Muv 
Cx(0) = FCx(Re(0)) 
Worksheets("Лист2").Cells(7, 1).Value = t(0) 
Worksheets("Лист2").Cells(7, 2).Value = x(0) 
Worksheets("Лист2").Cells(7, 3).Value = y(0) 
Worksheets("Лист2").Cells(7, 4).Value = Vx(0) 
Worksheets("Лист2").Cells(7, 5).Value = Vy(0) 
Worksheets("Лист2").Cells(7, 6).Value = Re(0) 
Worksheets("Лист2").Cells(7, 7).Value = Wo(0) 
Worksheets("Лист2").Cells(7, 8).Value = Cx(0) 
For i = 0 To n - 1 
t(i + 1) = t(i) + H 
Worksheets("Лист2").Cells(7 + i, 1).Value = t(i) 
'Прогноз 
Vx(i + 1) = Vx(i) + H * FVx(A, W, Wo(i), Cx(i), Vx(i), Vy(i)) 
Vy(i + 1) = Vy(i) + H * FVy(A, B, W, Wo(i), Cx(i), Vx(i), Vy(i)) 
x(i + 1) = x(i) + H * Fx(Vx(i)) 
y(i + 1) = y(i) + H * Fy(Vy(i)) 
Wo(i + 1) = Sqr((W - Vx(i + 1)) ^ 2 + Vy(i + 1) ^ 2) 
Re(i + 1) = 2 * r * Wo(i + 1) * Ro / Muv 
Cx(i + 1) = FCx(Re(i + 1)) 
J = 0 
'Коррекция 
Metka: 
Vkx(i+1)=Vx(i)+H/2*(FVx(A, W, Wo(i), Cx(i), Vx(i), Vy(i))+FVx(A, W, Wo(i+1), 
Cx(i+1), Vx(i + 1), Vy(i + 1))) 
Vky(i+1)=Vy(i)+H/2*(FVy(A, B, W, Wo(i), Cx(i), Vx(i), Vy(i))+FVy(A, B, W, Wo(i+1), 
Cx(i+1), Vx(i+1), Vy(i+1))) 
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xk(i + 1) = x(i) + H / 2 * (Fx(Vx(i)) + Fx(Vx(i + 1))) 
yk(i + 1) = y(i) + H / 2 * (Fy(Vy(i)) + Fy(Vy(i + 1))) 
If (Abs(Vx(i+1) - Vkx(i+1)) > Ev) Or (Abs(Vy(i+1) - Vky(i+1)) > Ev) Or (Abs(y(i+1) - 
yk(i+1)) > E) Or (Abs(x(i+1) - xk(i+1)) > E) Then 
J = J + 1 
Vx(i + 1) = Vkx(i + 1) 
Vy(i + 1) = Vky(i + 1) 
x(i + 1) = xk(i + 1) 
y(i + 1) = yk(i + 1) 
Wo(i + 1) = Sqr((W - Vx(i + 1)) ^ 2 + Vy(i + 1) ^ 2) 
Re(i + 1) = 2 * r * Wo(i + 1) * Ro / Muv 
Cx(i + 1) = FCx(Re(i + 1)) 
If J > 10 Then Stop 'Защита на сходимость 
GoTo Metka 
 End If 
V(i + 1) = Sqr(Vx(i + 1) ^ 2 + Vy(i + 1) ^ 2) 
'Печать результата 
Worksheets("Лист2").Cells(8 + i, 14).Value = J 
Worksheets("Лист2").Cells(8 + i, 1).Value = t(i + 1) 
Worksheets("Лист2").Cells(8 + i, 2).Value = x(i + 1) 
Worksheets("Лист2").Cells(8 + i, 3).Value = y(i + 1) 
Worksheets("Лист2").Cells(8 + i, 4).Value = Vx(i + 1) 
Worksheets("Лист2").Cells(8 + i, 5).Value = Vy(i + 1) 
Worksheets("Лист2").Cells(8 + i, 6).Value = Re(i + 1) 
Worksheets("Лист2").Cells(8 + i, 7).Value = Wo(i + 1) 
Worksheets("Лист2").Cells(8 + i, 8).Value = Cx(i + 1) 
If (y(i + 1)) >= HL Or (x(i + 1)) >= L Then GoTo MMM 
Next i 
MMM: 
End Sub 
____________________________________ 
 Function FCx(Re) As Single 
FCx = 0.44 + 24 / Re + 4 / Sqr(Re) 
'FCx = 24 / Re 
 End Function 
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'Описание функций правых частей уравнений 
_____________________________________________ 
 Function FVx(A, W, Wo, Cx, Vx, Vy) As Single 
FVx = A * Cx * (W - Vx) * Wo 
 End Function 
_____________________________________________ 
 Function FVy(A, B, W, Wo, Cx, Vx, Vy) As Single 
FVy = -A * Cx * Vy * Wo - B 
 End Function 
_____________________________________________ 
 Function Fx(Vx) As Single 
Fx = Vx 
 End Function 
_____________________________________________ 
 Function Fy(Vy) As Single 
Fy = Vy 
 End Function 
Для корректного решения необходимо выбрать шаг изменения времени. 
Этот шаг должен быть меньше времени релаксации τ, поэтому мы вычисляем 
время релаксации и конечную скорость осаждения vos. Шаг изменения времени 
H = τ/5. И в ячейках Е3 и Е5 впечатываем значения τ и vos. Далее запускаем 
макрос и получаем решение. На рис. 5.10 приведен фрагмент листинга таблицы. 
Из представленных в таблице данных мы видим, что частица достаточно быст-
ро набирает постоянную скорость. По оси ОХ скорость частицы становится 
равной скорости потока, а по ости ОY скорость частицы равна конечной скоро-
сти осаждения. Построим графики траектории движения частицы y(x) и зави-
симости проекции скоростей от времени. Как свидетельствуют графики 
(рис. 5.11, 5.12) и данные листинга (рис. 5.11), траектория движения частицы 
линейна. 
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Рис. 5.11. Траектория движения частицы в поперечном потоке 
 
Рис. 5.12. Траектория движения частицы в поперечном потоке 
Связано это с тем, что частица движется с постоянной скоростью. Только 
на начальном участке разгона траектория незначительно отличается от линей-
ной зависимости. С помощью данного метода можно рассчитать, например, 
пылевую камеру.  
5.6. Аэродинамика двухфазных потоков 
В различных технологических аппаратах движение твердых частиц носит 
массовый характер. В отличие от аэродинамики одиночных частиц на процесс 
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массового движения существенное влияние оказывают концентрация частиц, 
характер распределения твердых частиц по объему аппарата, взаимодействие 
частиц между собой и со стенками аппаратов и другие эффекты, связанные со 
скоплением частиц. При рассмотрении конкретных процессов, например, пнев-
мотранспорта или пневмоклассификации, определяющими будут являться в 
каждом случае своя группа параметров. В связи с этим в рамках данного разде-
ла мы будем рассматривать примеры расчета конкретных процессов. Прежде 
чем приступить к рассмотрению различных примеров расчета, рассмотрим ос-
новные величины, характеризующие двухфазные потоки, и их взаимосвязь.  
Одной из важнейших характеристик является локальная объемная кон-
центрация твердой фазы σ, м3/м3, которая определяется соотношением 
  1 , (5.50) 
где ε – локальная порозность подвижного слоя. 
В главе 3 была рассмотрена порозность неподвижного слоя сыпучего ма-
териала. По данным многих исследователей, порозность неподвижного слоя за-
висит от свойств конкретного материала и для большинства материалов лежит 
в пределах ε0 = 0,35‒0,45 [9, 8, 20, 51]. В главе 3 было показано, что порозность 
неподвижного слоя ε0 определяется как отношение объема пустот между ча-
стицами к объему слоя, и ее можно определить по зависимости (5.51). 
 
ч
н
V
V


 11
0
0 , (5.51) 
где ε0 – порозность неподвижного слоя;  
V0 – объем неподвижного слоя частиц, м
3;  
V – объем частиц, включая объем открытых и внутренних пор каждой ча-
стицы, м3;  
ρн ‒ насыпная плотность, кг/м
3;  
ρч – кажущаяся плотность (с учетом внутренних пор) твердых частиц, 
кг/м3. 
Очевидно, что если частица не имеет внутренних пор, то кажущаяся 
плотность и плотность твердой фазы совпадают: 
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tч  . 
При переходе неподвижного слоя в подвижное состояние ‒ сначала в ре-
жим псевдоожижения и затем в режим пневмотранспорта – порозность ε по-
движного слоя увеличивается. Выразим порозность подвижного кипящего слоя 
через порозность неподвижного слоя: 
  
V
V0
011  , (5.52) 
где ε0 – порозность неподвижного слоя;  
V0 – объем неподвижного слоя, м
3;  
V – объем подвижного кипящего слоя, м3. 
Массовая расходная концентрация определяется формулой 
 
G
Gt ,  (5.53) 
где μ – массовая расходная концентрация, кг/кг;  
Gt – массовый расход твердой фазы, кг/с;  
G – массовый расход газа, кг/с. 
При движении двухфазного потока по трубе, имеющей площадь попереч-
ного сечения F, массовые расходы G и Gt выражаются из уравнений неразрыв-
ности для газовой и твердой фаз: 
 FwG , 
   ttt FuFuG  1 , (5.54) 
где w ‒ средняя скорость воздушного потока, м/с;  
u ‒ средняя скорость твердой фазы, м/с;  
ρ ‒ плотность газа, кг/м3;  
ρt – плотность твердых частиц (кажущаяся плотность с учетом внутрен-
них пор), кг/м3;  
F – сечение трубы, м2. 
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Объемная расходная концентрация материала определится по формуле 
 
t
v 

 ,  (5.55) 
где μv – объемная расходная концентрация, м
3/м3. 
Относительная скорость твердой фазы, j, определяется как отношение 
средних скоростей: 
 
w
u
j  . (5.56) 
Обратную величину также называют коэффициентом скольжения. 
Истинную локальную концентрацию μи, кг/м
3, можно выразить следую-
щими зависимостями: 
 t
t
и uF
G
 . (5.57) 
Текущую (в текущем сечении трубы) концентрацию μт, кг/кг, можно вы-
разить следующими зависимостями: 
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
 . (5.58) 
Приведенные выше параметры связаны между собой соотношениями: 
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и 
jt





1
1
. 
5.7. Аэродинамика неподвижного слоя 
Можно привести различные примеры, когда в технологических аппаратах 
реализуется режим фильтрации газа через неподвижный слой дисперсного ма-
териала. В качестве примера можно привести процесс аэрации цементных си-
лосов, процессы сушки, охлаждения или нагрева сыпучих материалов, филь-
трацию воздуха через слой сыпучего материала в сосуде пневмокамерного 
насоса и т. д. Для того чтобы рассчитать конкретный процесс и обеспечить не-
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обходимый расход газов через неподвижный слой, необходимо определить его 
аэродинамическое сопротивление. 
Для медленных течений при фильтрации через слой сыпучего материала 
сопротивление слоя рассчитывается по следующей формуле Козени – Кармана: 
 
3
2
2
1



)(
d
w
KHp
ф , (5.60) 
где K ‒ константа Козени – Кармана, K = 150;  
Н – высота слоя, м;  
wф – скорость фильтрации, м/с;  
d – диаметр частиц, мкм;  
η ‒ коэффициент динамической вязкости, Па·с;  
ε – порозность неподвижного слоя. 
Уравнение Козени – Кармана применимо для небольших значений пороз-
ности ε и медленных течений, удовлетворяющих соотношению 
 10
1 0




)(
dw
Re ф* . (5.61) 
В случае больших скоростей сопротивление слоя определяется по зави-
симости Бурке – Палмера 3
2
1
751



)(
d
w
H,p ф .(5.62) 
Это соотношение справедливо при условии, что 
 310
1


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
)(
dw
Re
ф* . (5.63) 
Для произвольных значений данного параметра применяют формулу Эр-
гана 
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Hp фф . (5.64) 
Первое слагаемое представляет собой сопротивление при малых числах 
Re* < 20 в соответствии с формулой Козени – Кармана. Второе слагаемое при 
больших числах Re* > 1000 соответствует уравнению Бурке – Палмера.  
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Для полидисперсного материала Д. Кунии [43] рекомендует использовать 
в данной формуле среднегармонический размер частиц 



n
i i
i
cр
d
r
d
1
100
,  
где ri – частные остатки узких классов крупности, %. 
Насыпная плотность н, плотность твердой фазы t, кажущаяся плотность 
частиц ч, относительная пористость частиц εп и порозность неподвижного слоя 
εо связаны следующими соотношениями [8]: 
 )(чн 01  , )( пtч  1 , (5.65) 
 
t
ч
п 

 1 . (5.66) 
Пример 5.5. Сопротивление неподвижного слоя. 
Рассчитать гидравлическое сопротивление неподвижного слоя соды раз-
личной высоты при скорости фильтрации wф в диапазоне от 0,056 до 0,320 м/с. 
Насыпная плотность соды н = 1160 кг/м
3 (тяжелая сода). Плотность твердой 
фазы соды t = 2460 кг/м
3. Порозность неподвижного слоя εо = 0,4. Параметры 
воздуха  = 1,2 кг/м3, η = 1,8·10–5 Па·с. 
Введем в ячейки A3, B3, С3, D3 исходные данные (рис. 5.13): плотность 
твердой фазы ρt; плотность воздуха ρ; насыпную плотность соды ρн; средний 
диаметр частиц dч. В ячейки A5, B5 введем ускорение свободного падения g, 
вязкость воздуха η. В ячейку С5 введем формулу (5.51) =1-C3/A3 для вычисле-
ния порозности ε неподвижного слоя соды. В ячейку D5 введем формулу (5.66) 
=1-E3/A3 для вычисления пористости εп частиц. В ячейку E3 введем значение 
порозности неподвижного слоя без учета внутренних пор ε0 = 0,4. В ячейку E5 
введем формулу (5.65) =C3/(1-E5) для вычисления кажущейся плотности ча-
стиц t. В ячейки A8:A19 введем значения скорости фильтрации wф, в ячейки 
В8:Е8 – формулу Эргана (5.64) для вычисления сопротивления слоя для задан-
ных высот. 
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Скопируем формулу из ячеек В8:Е8 и распространим до ячеек ряда 
В19:Е19. Получим результат вычислений (рис. 5.13). В ячейку F8 введем фор-
мулу (5.61) для вычисления критерия Рейнольдса. Распространим формулу до 
ячеек F19. Построим графики зависимости сопротивления слоя от скорости 
фильтрации (рис. 5.14). 
 
Рис. 5.13. Листинг расчета гидравлического сопротивления неподвижного слоя соды 
 
Рис. 5.14. Зависимость гидравлического сопротивления неподвижного слоя соды  
от высоты и скорости фильтрации 
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Как показывают графики, сопротивление слоя в приведенном диапазоне 
скоростей близко к линейной зависимости. 
5.8. Аппараты кипящего слоя 
Аппараты кипящего слоя реализуют специфический режим движения 
дисперсных частиц ‒ так называемое «псевдоожижение». Твердая дискретная 
фаза ведет себя как жидкость, поэтому кипящий слой широко применяется в 
различных процессах, например, сушки, пневмоклассификации, обжига, транс-
порта и др. Во всех перечисленных случаях возникает необходимость в расчете 
основных параметров гидродинамики кипящего слоя.  
Сначала рассмотрим качественную картину. При увеличении скорости 
восходящего потока расстояние между частицами начинает увеличиваться и 
неподвижный слой начинает расширяться. При этом порозность слоя начинает 
расти. При достижении некоторого критического значения порозности εk слой 
переходит в подвижное псевдоожиженное состояние. Обычно порозность εk 
начала псевдоожижения больше порозности ε0 неподвижного слоя на 10 %. 
Скорость начала псевдоожижения называется критической (wk). Тодесом была 
получена зависимость для определения начала псевдоожижения 
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Ar
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kk
k
k
33
7511
150

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

 . (5.67) 
Для многих материалов принимают εk = 0,4. В этом случае зависимость 
(5.67), соответствующая критической скорости начала псевдоожижения, при-
нимает вид 
 
Ar,
Ar
Rek
2251400
 . (5.68) 
Для режима пневмотранспорта ε = 1,0 и из уравнения (5.67) получаем из-
вестную формулу Тодеса – Розенбаума для определения скорости витания 
 
Ar,
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61018
 . (5.69) 
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При превышении скорости витания начинается унос частиц. 
О.М. Тодесом для определения диапазона существования кипящего слоя пред-
ложена универсальная зависимость 
 
754
754
61018 ,
,
Ar,
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 . (5.70) 
При ε = 0,4 мы получаем формулу начала псевдоожижения (5.68), при 
ε = 1,0 мы получаем формулу (5.69) для определения начала уноса. Использо-
вание этой зависимости также позволяет оценить расширение слоя.  
Для полидисперсного материала граница начала псевдоожижения размы-
та, так как ожижение частиц разного размера начинается при разных скоростях 
воздушного потока. Начало псевдоожижения для полидисперсного материала 
можно определить по следующей формуле [13]: 
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где (П = dmax/dср) – показатель полидисперсности, представляющий собой отно-
шение диаметра максимального класса к средневзвешенному размеру частиц. 
Формула (5.71) справедлива в диапазоне чисел Рейнольдса 
20 < Re* < 1500. 
В режиме псевдоожижения статическое давление в сосуде рг находится 
по следующей известной зависимости [59]: 
 gHp чг  , (5.72) 
где рг – гидростатическое давление ожиженного слоя материала, Па;  
ρч ‒ плотность частиц (с учетом внутренних и наружных пор), кг/м
3;  
ε – порозность ожиженного слоя;  
Н – высота кипящего слоя, м;  
g – ускорение свободного падения, g = 9,81 м/с2. 
Гидравлическое сопротивление слоя в момент перехода в состояние 
ожижения находится по формуле 
  277
 000 gHp ч  , (5.73) 
где H0 – высота слоя к моменту перехода в псевдоожиженное состояние. 
Гидравлическое сопротивление кипящего слоя находится по формуле 
 gHp kч  . (5.74) 
Рассмотрим на конкретных примерах методы расчета параметров кипя-
щего слоя. 
Пример 5.6. Расчет параметров кипящего слоя.  
Рассчитать параметры кипящего слоя песка. По данным измерений 
насыпная плотность песка н = 1600 кг/м
3. Плотность твердой фазы песка 
t = 2650 кг/м
3. Определить гидравлическое сопротивление кипящего слоя при 
его высоте H = 0,25 м. Параметры воздуха  = 1,2 кг/м3, η = 1,8·10–5 Па·с. 
Песок внутренних и наружных пор не имеет, поэтому ч = t. Введем в 
ячейки A3, B3, С3, D3, Е3 плотность твердой фазы, ρt, плотность воздуха ρ, 
насыпную плотность соды ρн, максимальный диаметр частиц dmax, средний диа-
метр частиц dср. В ячейки A5, B5, С3 введем ускорение свободного падения g, 
вязкость воздуха η, высоту слоя Н. В ячейку F5 введем формулу для определе-
ния показателя полидисперсности 
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d
d
П  .  
В ячейку D5 введем формулу для определения критерия Архимеда 
 
2
3


 tср
gd
Ar . 
В ячейку Е5 введем формулу (5.51) для вычисления порозности εо непо-
движного слоя песка (рис. 5.15). 
t
н


 10 . 
Порозность в момент начала ожижения ориентировочно выше на 10 % 
порозности неподвижного слоя, поэтому в ячейке F5 введем формулу для вы-
числения порозности εk слоя песка в момент ожижения. 
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011  ,k .  
 
Рис. 5.15. Листинг расчета параметров кипящего слоя песка 
В ячейку А7 введем формулу (5.67) для вычисления критерия Рейнольдса 
начала ожижения. В ячейку С7 введем формулу (5.69) для вычисления критерия 
Рейнольдса начала уноса (витания). В ячейках B7 и D7 введем формулы для 
определения по критериям Рейнольдса скоростей начала ожижения и уноса wk и 
wв: 



ср
k
k d
Re
w  и 



ср
в
в d
Re
w . 
В ячейку Е7 введем формулу (5.74) для вычисления гидравлического со-
противления кипящего слоя. В результате вычислений получим значения, пред-
ставленные на листинге рис. 5.15. Как следует из представленных данных, диа-
пазон существования кипящего слоя лежит в переделах от wk = 0,24 до 
wв = 3,62 м/с. Сопротивление кипящего слоя песка высотой H = 0,25 м состави-
ло Δр = 3664,2 Па.  
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6. ПЫЛЕУЛАВЛИВАНИЕ 
6.1. Расчет пылеосадительной камеры 
Простейшим методом улавливания твердых частиц из потока газа являет-
ся их осаждение под действием силы тяжести. Устройством для реализации 
этого метода служит пылевая камера. К преимуществам пылеосадительной ка-
меры относятся простота конструкции, низкая стоимость установки и эксплуа-
тации, широкий интервал рабочих температур расходов и давлений газа, воз-
можность улавливания абразивных материалов, низкое гидравлическое сопро-
тивление. Основные ее недостатки ‒ крупные габариты и низкая эффективность 
улавливания тонких частиц. На рис. 6.1 приведена схема горизонтальной пыле-
осадительной камеры.  
 
Рис. 6.1. Схема горизонтальной пылеосадительной камеры 
При расчете предполагаются следующие допущения: на входе в осади-
тельную камеру частицы распределены равномерно по всей высоте; объемная 
концентрация частиц мала и взаимодействием их друг с другом можно прене-
бречь; частицы одинакового диаметра имеют одинаковые скорости, профиль 
эпюры скорости предполагается равномерным по высоте, т. е. в любой точке 
пылевой камеры скорость потока постоянна и ее проекции на оси координат 
равны wy = 0, wx= w = const. Частицы, не достигнувшие координаты x = L, счи-
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таются уловленными. Выше, в п. 5.5, мы рассмотрели движение частиц в попе-
речном потоке воздуха.  
Как было показано, движение частицы в поперечном потоке при данных 
условиях описывается системой уравнений (5.40): 
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 (6.1) 
где параметры А и В определяются выражениями 
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Для определения коэффициента сопротивления Cx(Re) будем использо-
вать аппроксимацию Браура – Мьюса  
ReRe
,Cx
424
440  . 
Критерий Рейнольдса определяется зависимостью  
 



222 yx vvwr
Re . 
Начальные условия для пылевой камеры: при t = 0 x = x0= 0; y = y0 = 0; 
vx = vx0; vy = vy0 = 0. Начальную скорость частиц можно принять равной 0,9 ед. 
от скорости потока vx0 = 0,9 w.  
Для того чтобы определить степень эффективности уловленных частиц, 
следует рассчитать траекторию движения частиц, т. е. найти зависимости x(t), 
y(t). Очевидно, что крупные частицы больше некоторого размера rгр даже из 
верхней точки не долетят до конца камеры, т. е. будут уловлены на 100 %. Бо-
лее мелкие частицы могут не долететь и осядут на высоту Ht (рис. 6.1). Степень 
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улавливания частиц размером r < rгр при принятых допущениях можно опреде-
лить как отношение 
 
H
H
E t100 . (6.2) 
Пример 6.1. Траектория движения частиц в пылевой камере. 
Рассчитать траектории движения кварцевых частиц и эффективность 
улавливания их в пылеосадительной камере длиной L = 3 м, высотой H = 2 м. 
Скорость потока в камере примем w = 2 м/с.  
Для того чтобы определить траекторию движения, необходимо решить 
систему дифференциальных уравнений (6.1). Для этого воспользуемся создан-
ным нами макросом Potok, который мы набрали в примере 5.4.  
Сначала введем исходные данные. Введем в ячейки A3, B3, С3, D3 плот-
ность частицы ρt, плотность воздуха ρ, радиус частиц r , скорость поперечного 
воздушного потока w. В ячейки A5, B5, С5, D5 введем ускорение свободного 
падения g, вязкость воздуха η, высоту H и длину L камеры (рис. 6.2). В ячейки 
F3, G3 введем начальные условия: координаты частиц x0 = 0; y0 = 0. В ячейке F5 
введем формулу =D3*0,9 для определения начальной скорости частиц по оси х. 
В ячейке G5 введем начальную скорость частиц vy0 = 0.  
Через меню Данные выбрать пункт Макрос, загрузить макрос Potok, 
нажав клавишу Войти. После загрузки листинга с программой для удобства 
дальнейшего использования макроса необходимо заменить строки с начальны-
ми условиями на следующие: 
x(0) = Worksheets("Лист1").Cells(3, 6).Value 
y(0) = Worksheets("Лист1").Cells(3, 7).Value 
Vx(0) = Worksheets("Лист1").Cells(5, 6).Value 
Vy(0) = Worksheets("Лист1").Cells(5, 7).Value. 
Далее необходимо ввести радиус частицы r в ячейке С3 ‒ значение 40 – и 
запустить макрос. После выполнения макроса мы получим расчет траектории и 
параметров движения частицы радиусом 40 мкм (рис. 6.2). 
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Рис. 6.2. Расчет траектории движения частиц в пылевой камере 
Скопируем столбцы В7:В207 и С7:С207 с координатами частицы x(t) и 
y(t) в свободное место. Затем введем радиус частиц 100 мкм и снова выполним 
макрос. Полученную траекторию частиц x(t) и y(t) скопируем в свободное ме-
сто. Затем введем радиус частиц 56,5 мкм и снова выполним макрос. Получен-
ные значения координат частиц x(t) и y(t) скопируем в свободное место. По-
строим графики траекторий для частиц 40, 100, 56,5 мкм (рис. 6.3). Из пред-
ставленных графиков следует, что частицы радиусом больше 56,5 мкм полно-
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стью улавливаются в камере. Из показанного на рис. 6.3 графика видно, что ча-
стицы диаметром 113 мкм и более не долетают до конца камеры и полностью 
улавливаются. Из представленного графика видно, что частицы радиусом 
меньше 56,5 мкм быстро выходят на стационарный режим движения, и поэтому 
траектория их движения почти линейна. Фракционная эффективность улавли-
вания по зависимости (6.2) примет вид 
 
w
)r(v
H
L
H
)r(H
)r(E iositi 100100  . (6.3) 
Выполним расчет для частиц радиусом менее 52,5 мкм. Если для опреде-
ления конечной скорости осаждения воспользоваться формулой Розембаума – 
Тодеса, то получим 
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
 , (6.4) 
где критерий Архимеда определяется зависимостью 
 
2
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
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)(gr
Ar tii . (6.5) 
 
Рис. 6.3. Траектории движения частиц в пылевой камере 
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В свободном столбце заполним значения ri (начиная с ri = 2,5 мкм и до 
52,5 мкм с шагом 2,5 мкм). В соседнем столбце вычислим фракционную эффек-
тивность по зависимости (6.4). Затем построим график зависимости (рис. 6.4). 
 
Рис. 6.4. Эффективность улавливания частиц в пылевой камере 
Из представленного графика следует, что данная пылевая камера эффек-
тивна для частиц крупнее 50 мкм. Изменяя параметры L, H, w, можно оптими-
зировать пылевую камеру по эффективности улавливания. 
6.2. Расчет траектории частиц в прямоточном циклоне 
На рис. 6.5 представлена расчетная схема прямоточного циклона. Движе-
ния частицы описывается уравнением (6.11). Средняя скорость в осевом 
направлении определяется зависимостью 
  23220
4
RR
Qв
wсрz

 , (6.6) 
где R3 – радиус сердечника закручивающего импеллера, м;  
R2 – радиус циклона, м;  
Qв ‒ расход воздуха, м3/с.  
При расчете прямоточных циклонов задают профиль тангенциальной 
скорости (рис. 6.6). 
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
0 10 20 30 40 50 60r i , мкм
E i , %
  285
Обычно профиль тангенциальной скорости wφ газа задается [75, 55] урав-
нением  
 constkRw n  , (6.7) 
где R – текущий радиус. 
 
Рис. 6.5. Расчетная схема прямоточного циклона 
 
Рис. 6.6. Эпюра скоростей потока в прямоточном циклоне 
Показатель степени обычно задается n = 1, однако по данным различных 
авторов он может лежать в диапазоне –1< n < 1 (для твердого тела n = –1). При 
n=1 распределение тангенциальной скорости по радиусу имеет вид 
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В этом случае скорость на стенке не равна нулю, поэтому не учитывается 
влияние погранслоя. При n = 1 должно выполняться соотношение 
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R
R
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RRw
)R(Rwk ср . (6.9) 
Начальные скорости в сечении z = 0 определятся по зависимости 
  cosww срzср 0 . (6.10) 
При расчете прямоточных циклонов обычно пренебрегают радиальной 
скоростью [55, 72, 50]. В этом случае при бесконечной длине циклона эффек-
тивность улавливания должна быть 100 %. При расчете процесса классифика-
ции, наоборот, радиальная скорость оказывает существенное влияние на траек-
торию движения частиц [50, 75]. Уравнение движения частицы в соответствии 
со вторым законом Ньютона описывается известным уравнением 
 agsdt
d
m FFF
V
 . (6.11) 
Для газов силой Архимеда пренебрегают, так как плотность среды в не-
сколько тысяч раз меньше плотности частицы. Поскольку ускорения в цикло-
нах в несколько десятков раз превышают ускорение свободного падения, то и 
силой тяжести при расчете циклонов также можно пренебречь. Обычно в цик-
лоне рассматривается движение тонкодисперсных частиц, поэтому для опреде-
ления силы сопротивления используется закон Стокса. 
В этом случае система уравнений движения частицы в полярных φ(t), R(t) 
координатах будет иметь вид 
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где vφ и vr – это соответственно тангенциальная и радиальная составляющие 
скорости частицы;  
wφ и wr – соответственно тангенциальная и радиальная составляющие 
скорости частицы;  
τ – параметр, который представляет собой время релаксации и определя-
ется зависимостью 



2
9
2 rt . 
В осевом направлении движение считается установившимся, скорость ча-
стицы равна скорости потока. Уравнение движения частицы можно записать в 
неподвижной декартовой системе координат. В этом случае необходимо сде-
лать следующие замены переменных: 
22 yxR  , 
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Введем обозначение 
tr
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3 . 
Система уравнений (6.12) движения частицы в прямоточном циклоне 
примет вид 
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Рассмотрим пример определения траектории движения частиц в прямо-
точном циклоне.  
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Пример 6.2. Движение частицы в прямоточном циклоне.  
Рассчитать траекторию движения частицы радиусом r = 30 мкм в прямо-
точном циклоне. Среднюю скорость воздушного потока в поперечном сечении 
принять wсрz0 = 5 м/с, угол наклона импеллеров β = 45º. Радиус циклона R2 = 1 м, 
радиус центрального выходного патрубка R1 = 0,5 м, радиус сердечника 
R3 = 0,2 м, длина цилиндрической части L = 8 м. Принять следующие начальные 
условия: при t  =0  x= x0 = 0,25, y = y0 = 0, vz = vz0 = wсрz0. Частицы во входном 
сечении несколько отстают от воздушного потока: vx = 0,9wx0, vy = 0,9wy0. Для 
определения коэффициента сопротивления использовать формулу Брауэра – 
Мьюса. 
Для решения системы дифференциальных уравнений (6.14) воспользуем-
ся программой, реализующей метод прогноза и коррекции, как и в примере 5.4. 
Отличие будет только в других функциях правых частей первых двух уравне-
ний и в том, что скорость воздушного потока непостоянна, а описывается си-
стемой (6.13). Фактически движение частиц трехмерное, но нас интересует 
только проекция траектории частицы на плоскость поперечного сечения цикло-
на. Поскольку в осевом направлении частицы двигаются со средней осевой 
скоростью, то мы сможем определить время интегрирования t0: 
0
0
срzw
L
t  . 
Нам надо решить систему (6.14) в интервале времени от 0 до t0 и опреде-
лить траекторию частицы. За это время частица может либо выйти на стенку 
цилиндрической камеры, либо попасть в центральный патрубок. Если частица 
выйдет на стенку раньше, то необходимо найти время движения частицы tk и на 
какой длине камеры Lk это произойдет. Введем в ячейки A3, B3, С3, D3 плот-
ность частицы ρt, плотность воздуха ρ, радиус частиц r , среднюю скорость по-
перечного воздушного потока wсрz0. В ячейку F3 введем угол наклона лопаток 
импеллера β. В ячейки A5, B5, С5, D5, E5, F5, G5 введем ускорение свободного 
падения g, вязкость воздуха η, радиус R2 цилиндрической камеры, радиус R1 
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выходного патрубка, радиус R3 сердечника импеллера, длину L камеры, началь-
ную координату частицы x0 (рис. 6.6).  
 
Рис. 6.7. Фрагмент листинга расчета траектории частицы в прямоточном циклоне 
Через меню последовательно выбираем пункты Вид, Макросы, Модуль и 
набираем нижеприведенный текст. 
Sub PrCiklon() 
Dim i, J, n As Integer 
Dim X0, Y0, R0, Fi0, Vx0, Vy0, t0, H, R1, R2, R3, L, Tu As Single 
Dim Vx(2000), Vy(2000), V(2000), x(2000), y(2000), t(2000) As Single 
Dim Vkx(2000), Vky(2000), xk(2000), yk(2000), Wo(2000), Re(2000) As Single 
Dim Wx(2000), Wy(2000), Wfi(2000), Fi(2000), Rr(2000), Cx(2000) As Single 
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 Dim Wsz, Wsf, r, Muv, Ro, Rot, G, Ev, E, A, B, Bet, k, tk, Lk As Single 
ThisWorkbook.Sheets("Лист1").Activate 
Const Pi = 3.14159265358979 
Rot = Worksheets("Лист1").Cells(3, 1).Value 
Ro = Worksheets("Лист1").Cells(3, 2).Value 
r = Worksheets("Лист1").Cells(3, 3).Value 
Wsz = Worksheets("Лист1").Cells(3, 4).Value 
G = Worksheets("Лист1").Cells(5, 1).Value 
Muv = Worksheets("Лист1").Cells(5, 2).Value 
Bet = Worksheets("Лист1").Cells(3, 6).Value 
R2 = Worksheets("Лист1").Cells(5, 3).Value 
R1 = Worksheets("Лист1").Cells(5, 4).Value 
R3 = Worksheets("Лист1").Cells(5, 5).Value 
L = Worksheets("Лист1").Cells(5, 6).Value 
X0 = Worksheets("Лист1").Cells(5, 7).Value 
Y0 = 0 
Fi0 = 0 
Ev = 0.0001 
E = 0.0001 
R0 = (X0 ^ 2 + Y0 ^ 2) ^ 0.5 
r = r * 0.000001 
Tu = 2 / 9 * Rot * r ^ 2 / Muv 
H = Tu / 10 
B = (Rot - Ro) / Rot * G 
A = Ro / Rot / r * 3 / 8 
t0 = L / Wsz 
Bet = Bet / 180 * Pi 
Wsf = Wsz * Cos(Bet) 
k = Wsf * (R2 - R1) / Log(R2 / R1) 
Worksheets("Лист1").Cells(3, 5).Value = Tu 
Worksheets("Лист1").Cells(3, 7).Value = t0 
t(0) = 0 
x(0) = X0 
y(0) = Y0 
Fi(0) = Atn(y(0) / x(0)) 
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Rr(0) = (x(0) ^ 2 + y(0) ^ 2) ^ 0.5 
Wx(0) = -k * y(0) / (x(0) ^ 2 + y(0) ^ 2) 
Wy(0) = k * x(0) / (x(0) ^ 2 + y(0) ^ 2) 
Vx(0) = 0.9 * Wx(0) 
Vy(0) = 0.9 * Wy(0) 
V(0) = Sqr(Vx(0) ^ 2 + Vy(0) ^ 2) 
Wo(0) = Sqr((Wx(0) - Vx(0)) ^ 2 + (Wy(0) - Vy(0)) ^ 2) 
Re(0) = 2 * r * Wo(0) * Ro / Muv 
Cx(0) = FCx(Re(0)) 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 1).Value = t(0) 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 2).Value = x(0) 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 3).Value = y(0) 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 4).Value = Vx(0) 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 5).Value = Vy(0) 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 6).Value = Fi(0) 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 7).Value = Rr(0) 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 8).Value = Cx(0) 
Worksheets("Лист1").Cells(7, 9).Value = Wo(0) 
n = 1000 
For i = 0 To n 
t(i + 1) = t(i) + H 
tk = t(i + 1) 
Lk = Wsz * tk 
Worksheets("Лист1").Cells(7 + i, 1).Value = t(i) 
'Прогноз 
Vx(i + 1) = Vx(i) + H * FVx(A, Wx(i), Wy(i), Wo(i), Cx(i), Vx(i), Vy(i)) 
Vy(i + 1) = Vy(i) + H * FVy(A, Wx(i), Wy(i), Wo(i), Cx(i), Vx(i), Vy(i)) 
x(i + 1) = x(i) + H * Fx(Vx(i)) 
y(i + 1) = y(i) + H * Fy(Vy(i)) 
Wx(i + 1) = -k * y(i + 1) / (x(i + 1) ^ 2 + y(i + 1) ^ 2) 
Wy(i + 1) = k * x(i + 1) / (x(i + 1) ^ 2 + y(i + 1) ^ 2) 
Rr(i + 1) = (x(i + 1) ^ 2 + y(i + 1) ^ 2) ^ 0.5 
Fi(i + 1) = Atn(y(i + 1) / x(i + 1)) 
Wo(i + 1) = Sqr((Wx(i + 1) - Vx(i + 1)) ^ 2 + (Wy(i + 1) - Vy(i + 1)) ^ 2) 
Re(i + 1) = 2 * r * Wo(i + 1) * Ro / Muv 
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Cx(i + 1) = FCx(Re(i + 1)) 
J = 0 
'Коррекция 
Metka: 
Vkx(i + 1) = Vx(i) + H / 2 * (FVx(A, Wx(i), Wy(i), Wo(i), Cx(i), Vx(i), Vy(i)) + 
FVx(A, Wx(i + 1), Wy(i + 1), Wo(i + 1), Cx(i + 1), Vx(i + 1), Vy(i + 1))) 
Vky(i + 1) = Vy(i) + H / 2 * (FVy(A, Wx(i), Wy(i), Wo(i), Cx(i), Vx(i), Vy(i)) + 
FVy(A, Wx(i + 1), Wy(i + 1), Wo(i + 1), Cx(i + 1), Vx(i + 1), Vy(i + 1))) 
xk(i + 1) = x(i) + H / 2 * (Fx(Vx(i)) + Fx(Vx(i + 1))) 
yk(i + 1) = y(i) + H / 2 * (Fy(Vy(i)) + Fy(Vy(i + 1))) 
 If (Abs(Vx(i + 1) - Vkx(i + 1)) > Ev) Or (Abs(Vy(i + 1) - Vky(i + 1)) > Ev) Or 
(Abs(y(i+1) - yk(i + 1)) > E) Or (Abs(x(i + 1) - xk(i + 1)) > E) Then 
J = J + 1 
Vx(i + 1) = Vkx(i + 1) 
Vy(i + 1) = Vky(i + 1) 
x(i + 1) = xk(i + 1) 
y(i + 1) = yk(i + 1) 
Wx(i + 1) = -k * y(i + 1) / (x(i + 1) ^ 2 + y(i + 1) ^ 2) 
Wy(i + 1) = k * x(i + 1) / (x(i + 1) ^ 2 + y(i + 1) ^ 2) 
Rr(i + 1) = (x(i + 1) ^ 2 + y(i + 1) ^ 2) ^ 0.5 
Fi(i + 1) = Atn(y(i + 1) / x(i + 1)) 
Wo(i + 1) = Sqr((Wx(i + 1) - Vx(i + 1)) ^ 2 + (Wy(i + 1) - Vy(i + 1)) ^ 2) 
Re(i + 1) = 2 * r * Wo(i + 1) * Ro / Muv 
Cx(i + 1) = FCx(Re(i + 1)) 
If J > 10 Then Stop 'Защита на сходимость 
GoTo Metka 
 End If 
V(i + 1) = Sqr(Vx(i + 1) ^ 2 + Vy(i + 1) ^ 2) 
Worksheets("Лист1").Cells(8 + i, 14).Value = J 
Worksheets("Лист1").Cells(8 + i, 1).Value = t(i + 1) 
Worksheets("Лист1").Cells(8 + i, 2).Value = x(i + 1) 
Worksheets("Лист1").Cells(8 + i, 3).Value = y(i + 1) 
Worksheets("Лист1").Cells(8 + i, 4).Value = Vx(i + 1) 
Worksheets("Лист1").Cells(8 + i, 5).Value = Vy(i + 1) 
Worksheets("Лист1").Cells(8 + i, 6).Value = Fi(i + 1) 
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Worksheets("Лист1").Cells(8 + i, 7).Value = Rr(i + 1) 
Worksheets("Лист1").Cells(8 + i, 8).Value = Cx(i + 1) 
Worksheets("Лист1").Cells(8 + i, 9).Value = Wo(i + 1) 
If Rr(i + 1) > R2 Then GoTo MMM 
Next i 
MMM: 
Worksheets("Лист1").Cells(3, 8).Value = tk 
Worksheets("Лист1").Cells(5, 8).Value = Lk 
End Sub 
______________________________________________ 
 Function FCx(Re) As Single 
FCx = 0.44 + 24 / Re + 4 / Sqr(Re) 
'FCx = 24 / Re 
 End Function 
______________________________________________ 
'Описание функций правых частей уравнений 
 Function FVx(A, Wx, Wy, Wo, Cx, Vx, Vy) As Single 
FVx = A * Cx * (Wx - Vx) * Wo 
End Function 
_______________________________________________ 
 Function FVy(A, Wx, Wy, Wo, Cx, Vx, Vy) As Single 
FVy = A * Cx * (Wy - Vy) * Wo 
End Function 
_______________________________________________ 
 Function Fx(Vx) As Single 
Fx = Vx 
 End Function 
_______________________________________________ 
 Function Fy(Vy) As Single 
Fy = Vy 
 End Function 
Для корректного решения необходимо выбрать шаг изменения времени. 
Это шаг должен быть меньше времени релаксации τ. Шаг изменения времени 
H = τ/5. Далее запускаем макрос и получим решение. И в ячейках Е3, G3, H3 
  294
впечатываем значения τ и максимальное время t0, конечное фактическое время 
пребывания частиц в циклоне tk, в ячейке H5 впечатываем фактическую длину 
Lk камеры, которую пролетает частица до выхода на стенку (рис. 6.7). 
Выделим столбцы В и Е и построим графики траектории частицы. На 
рис. 6.8 представлен график траектории движения частицы радиусом 30 мкм в 
прямоточном циклоне. 
 
Рис. 6.8. Траектория движения частицы r = 30 мкм в прямоточном циклоне 
Как следует из представленного графика, частица радиусом 30 мкм попа-
дает на стенку циклона, т. е. будет уловлена. 
6.3. Определение геометрических размеров циклонов 
Циклоны являются наиболее распространенными аппаратами газоочист-
ки, широко применяемыми для улавливания из газов твердых частиц. Циклоны 
находят применение в самых различных отраслях промышленности: в черной и 
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цветной металлургии, химической промышленности, промышленности строи-
тельных материалов, энергетике и др. При небольших капитальных затратах и 
эксплуатационных расходах циклоны в зависимости от характеристик улавли-
ваемой пыли, типа и режима работы циклона обеспечивают эффективность 
очистки газов 80‒95 %. 
Циклоны могут использоваться как для предварительной очистки газов и 
устанавливаться перед тканевыми фильтрами или электрофильтрами, так и са-
мостоятельно. Циклоны могут устанавливаться по одному (одиночные цикло-
ны) или объединяться в группы из двух, четырех, шести или восьми циклонов 
(групповые циклоны). Циклоны могут применяться для очистки газов от не-
скольких сотен до сотен тысяч кубометров в час. 
Циклоны могут изготавливаться с левым и правым вращением газового 
потока. Обычно правым принято называть вращение потока в циклоне по часо-
вой стрелке (если смотреть со стороны выхлопного патрубка), левым – враще-
ние потока против часовой стрелки.. На протяжении более чем столетней исто-
рии развития циклонов было разработано несколько десятков типов их кон-
струкций. Только на территории бывшего СССР находили применение более 20 
различных типов циклонов.  
Основными элементами циклонов являются входной патрубок, корпус, 
состоящий из цилиндрической и конической частей, выхлопной патрубок и 
бункер. Газ в основных типах циклонов поступает в верхнюю часть корпуса че-
рез приваренный к корпусу по касательной входной патрубок. Улавливание 
пыли происходит под действием центробежной силы, возникающей при враща-
тельном движении газа между корпусом и выхлопным патрубком. Уловленная 
пыль попадает в бункер, а очищенный газ выбрасывается через выхлопной па-
трубок в атмосферу или поступает на доочистку. Проведенные сравнительные 
испытания циклонов различного типа показали, что перечень рекомендуемых к 
применению циклонов может быть ограничен циклонами НИИОГАЗа. Наибо-
лее распространенными являются следующие типы циклонов: ЦН-11, ЦН-15, 
ЦН-15У, ЦН-24, СДК-ЦН-33, СК-ЦН-33, СК-ЦН-34М, СЦН-40. Все геометрические 
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размеры циклонов нормированы в долях от диаметра и остаются постоянными 
для данного типа. На рис. 6.9 приведено соотношение геометрических размеров 
для циклонов: а – цилиндрических и б – спирально-конических. 
 
Рис. 6.9. Схема циклонов: а) цилиндрических типа ЦН; б) спирально-конических типа СК  
В табл. 6.1, 6.2 приведены геометрические размеры циклонов, выражен-
ные в долях от диаметра. Минимальные размеры бункера также нормируются 
ГОСТом. Так как процесс улавливания частиц завершается в бункере, то нельзя 
использовать циклоны без бункеров. Для спирально-конических циклонов те-
кущий радиус определяется по формуле  
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Рассмотрим примеры по определению геометрических размеров различ-
ных типов циклонов в случае заданного диаметра циклона. 
Таблица 6.2 
Размеры циклонов СДК-ЦН-33, СК-ЦН-34, СК-ЦН-34М (в долях D) 
Наименование размера 
СДК-ЦН-
33 
СК-ЦН- 
34 
СК-ЦН-
34М 
Внутренний диаметр выхлопной трубы d 0,334 0,34 0,22 
Диаметр пылевыпускного отверстия d1 0,334 0,229 0,18 
Высота входного патрубка (внутр. размер) а 0,535 0,515 0,4 
Ширина входного патрубка (внутр. размер) b 0,264 0,214 0,18 
Длина входного патрубка l 0,6 0,6 0,6 
Высота заглубления выхлопной трубы h 0,535 0,515 0,4 
Высота цилиндрической части Нц 0,535 0,515 0,40 
Высота конической части Нk 3,0 2,11 2,6 
Высота внешней части выхлопной трубы hт 0,2–0,3 0,2–0,3 0,3 
Высота установки фланца hф 0,1 0,1 0,1 
Общая высота циклона, Н 3,835 2,925 3,3 
Пример 6.3. Определение геометрических размеров циклонов. 
Необходимо определить геометрические размеры циклонов типа ЦН при 
заданном диаметре циклона D. 
В ячейку С2 введем значение диаметра циклона. В ячейки С4:F4 введем 
угол наклона входного патрубка из табл. 6.1. В ячейки С5:F16 введем формулы, 
выражающие геометрические параметры в долях от диаметра, из табл. 6.1 с аб-
солютной ссылкой на ячейку С2. Для определения геометрических размеров 
бункера в ячейки С18:F21 введем формулы, выражающие геометрические па-
раметры в долях от диаметра, из табл. 6.1 с абсолютной ссылкой на ячейку С2. 
В результате получим основные размеры циклонов (рис. 6.10). 
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На новом листе аналогично выполним расчет спирально-конических цик-
лонов типа СДК и СК. При вводе формул воспользуемся табл. 6.2. На рис. 6.11 
представлены результаты расчета.  
Таблица 6.1 
Размеры циклонов ЦН-11, ЦН-15, ЦН-15У, ЦН-24 (в долях D) 
Наименование размера ЦН-11 ЦН-15 
ЦН-
15у 
ЦН-24 
Уголок наклона входного патрубка α, º 11 15 24 24 
Внутренний диаметр выхлопной трубы d 0,59 0,59 0,59 0,59 
Диаметр пылевыпускного отверстия d1 
0,3–
0,4 
0,3–
0,4 
0,3–0,4 0,3–
0,4 
Высота входного патрубка (внутренний размер) а 0,48 0,66 0,66 1,11 
Ширина входного патрубка (внутренний размер) 
b 
0,2 0,2 0,2 0,2 
Ширина входного патрубка (внутренний размер) 
b1 
0,26 0,26 0,26 0,26 
Длина входного патрубка l 0,6 0,6 0,6 0,6 
Высота выхлопной трубы h 1,56 1,74 1,5 2,11 
Высота цилиндрической части Нц 2,11 2,26 1,51 2,06 
Высота конической части Нk 2,0 2,0 1,5 1,75 
Высота внешней части выхлопной трубы hт 0,3 0,3 0,3 0,4 
Высота установки фланца hф 0,1 0,1 0,1 0,1 
Общая высота циклона Н 4,38 4,56 3,31 4,26 
Параметры бункера, минимальные размеры 
Диаметр бункера Db 1,1 1,1 1,1 1,1 
Высота цилиндрической части бункера Нцb 0,8 0,8 0,8 0,8 
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Высота конической части бункера Нkb 0,6 0,6 0,6 0,6 
Диаметр пылевыпускного отверстия бункера d2 0,4 0,4 0,4 0,4 
 
Рис. 6.10. Листинг расчета геометрических размеров циклонов типа ЦН 
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Рис. 6.11. Листинг расчета геометрических размеров циклонов типа СДК-ЦН 
6.4. Расчет КПД циклонов методами НИИОГАЗа и Лайта – Лихта 
Эффективность очистки газа в циклоне в основном определяется его ти-
пом, размером, дисперсным составом и плотностью частиц улавливаемой пыли, 
а также вязкостью газа. С уменьшением диаметра циклона и повышением до 
определенного предела скорости газа в циклоне эффективность очистки возрас-
тает. Очевидно также, что более мелкие частицы вследствие своей малой инер-
ционности хуже улавливаются в циклоне, чем крупные частицы. Таким образом 
можно рассчитать все основные размеры циклонов. Для того чтобы рассчитать 
КПД циклона, необходимо знать гранулометрический состав пыли и функцию 
фракционной эффективности. КПД циклона определяется зависимостью 
 


n
i
ii )d(r)d(КПД
1
, (6.15) 
где i, n – соответственно номер класса крупности и число классов (фракций); 
r(di) – частные остатки класса частиц i-го класса, %;  
Φ(di) – степень улавливания частиц i-го класса, доли от единицы. 
Функция фракционной эффективности Ф(di)  характеризует степень улав-
ливания частиц различного диаметра и зависит от конструкции циклона. У нас 
в стране для определения функции фракционного улавливания используется 
методика НИИОГАЗа. Рассмотрим данную методику. В табл. 6.3 приведены 
значения параметров, необходимых для расчета эффективности по методике 
НИИОГАЗа. 
Таблица 6.3 
Параметры, определяющие эффективность циклонов НИИОГАЗа 
Параметры ЦН-
24 
ЦН-
15у 
ЦН-
15 
ЦН-
11 
СДК-ЦН-
33 
СК-ЦН-
34 
СК-ЦН-
34М 
dТ50, мкм 8,5 6,0 4,5 3,65 2,31 1,95 1,13 
lgσт 0,308 0,283 0,352 0,352 0,364 0,308 0,340 
wопт, м/c 4,5 3,5 3,5 3,5 2,0 1,7 2,0 
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ζс500 75 165 155 245 520 1050 2800 
Примечание: данные получены при диаметре циклона Dт = 600 мм, плот-
ности частиц ρт = 1930 кг/м
3, вязкости газа ηт = 22,2∙10
-6 Па∙с. Если диаметр 
циклона выбран, известны параметры газа и плотность частиц, то можно рас-
считать фракционный КПД. Согласно методике НИИОГАЗа, функция фракци-
онного улавливания описывается нормально-логарифмическим законом и име-
ет вид 
 i
x x
i dxe)x(
i i




 2
2
2
1
, (6.16) 
где параметр xi определяется зависимостью 
 
 
Tlg
d/dlg
x ii 
 50 , (6.17) 
где di ‒ текущий размер частиц;  
d50 ‒ диаметр частиц, улавливаемых со степенью 0,5 (на 50 %);  
lgт ‒ стандартное отклонение в функции распределения. 
Таким образом, функция фракционного улавливания имеет два парамет-
ра ‒ d50 и lgт. Значения параметров для различных типов циклонов приведены 
в табл. 6.3. 
Диаметр частиц d50 определяется по следующей зависимости: 
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В отличие от методики НИИОГАЗа, расчет фракционного КПД методом 
Лайта – Лихта учитывает геометрические параметры циклонов. Согласно мето-
ду Лайта – Лихта, эффективность очистки циклонного аппарата рассчитывается 
по формуле 
     22121  n/ii Cexp)d( . (6.19) 
Величина C является функцией только геометрических параметров цик-
лона и определяется из выражения 
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где относительные размеры циклона выражены в долях диаметра; Т1, Т2, Т3, Т4, 
Т5, Т6, Т7 – из табл. 6.1. 
 
ab
T
1
1  , dT 2 , тhhT 3 , aT 4 , (6.21) 
 цHT 5 , 16 dT  , HT 7 , kHT 8 , (6.22) 
где аb ‒ площадь поперечного сечения входного патрубка, м2;  
d ‒ диаметр выходного патрубка;  
h‒hт ‒ высота выходного патрубка внутри циклона;  
h ‒ высота входного патрубка;  
HЦ ‒ высота цилиндрической части циклона;  
d1 ‒ диаметр конической части в области разгрузки материала;  
Н ‒ полная высота циклона (высота цилиндрической и конической части).  
Параметры K и L определяются по зависимостям 
   311232 /TT.L  , (6.23) 
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 . (6.24) 
Величина ψi(di) характеризует процесс осаждения и определяется выра-
жением 
 )n(
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)d( вхчiii 118
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
 , (6.25) 
где di – диаметр частицы, м; 
ч ‒ плотность частиц, кг/м
3; 
η ‒ вязкость газа, Па∙с; 
vвх – скорость газового потока во входном патрубке. 
Значение n может быть найдено по формуле 
     30140
283
0165011
.
, TD,n  , (6.26) 
где Т – абсолютная температура газов, К. 
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Данная методика обладает тем преимуществом, что учитывает не только 
геометрические размеры, но и режимные параметры, поэтому она получила 
широкое распространение. 
Рассмотрим пример расчета фракционного КПД циклона ЦН-15 по мето-
дике НИИОГАЗа и по методике Лайта – Лихта. 
Пример 6.4. Расчет фракционного КПД циклона ЦН-15 по методикам 
НИИОГАЗа и Лайта – Лихта. 
Рассчитать фракционный КПД циклона ЦН-15 по методикам НИИОГАЗа 
и Лайта – Лихта. Диаметр циклона D = 800 мм, расход очищаемого воздуха 
Qн = 4792 м
3/ч при нормальных условиях, температура воздуха t = 50 ºС, абсо-
лютное давление р = 90 000 Па, плотность частиц улавливаемого материала 
ρt = 2650 кг/м
3. Гранулометрический состав (полные остатки) описывается при-
веденной функцией Розина – Рамлера (3.25) с параметрами m = 2, x50 = 10 мкм. 
 
 mi xxln
ii e)x(R
502100  .  
Введем исходные данные: в ячейки A3:F3 расход воздуха Q; температуру 
воздуха t; абсолютное давление р; диаметр циклона D; плотность частицы ρt; 
удельную газовую постоянную для воздуха R. В ячейки A5:F5 введем темпера-
туру при нормальных условиях Т0, значения параметров Dт, dT50, wопт, ηт, ρт из 
табл. 6.3 (рис. 6.12). В ячейке F7 вычислим площадь поперечного сечения цик-
лона по формуле 
4
2D
S

 . 
В ячейке Е7 вычислим вязкость воздуха при рабочих условиях по форму-
ле (4.2). 
750
0
0
,
T
T






 . 
В ячейке С7 вычислим параметр n по формуле (6.24). В ячейке D7 вычис-
лим плотность воздуха при рабочих условиях по уравнению состояния 
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 tTR
p


0
. 
В ячейке A7 вычислим расход воздуха при рабочих условиях  


2921,
QQ н . 
 
Рис. 6.12. Фрагмент листинга расчета фракционного КПД циклона  
по методикам НИИОГАЗа и Лайта – Лихта 
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В ячейке В7 вычислим условную скорость воздуха при рабочих условиях 
по формуле 
S
Q
w
3600
 . 
   30140
283
0165011
., TD,n  . 
В ячейках G3:H9 введем формулы для вычисления параметров Т1, Т2, Т3, 
Т4, Т5, Т6, Т7, Т8 по формулам (6.20) и (6.21): 
ab
T
1
1  , dT 2 , тhhT 3 , aT 4 , 
цHT 5 , 16 dT  , HT 7 , kHT 8 . 
В ячейке F9 вычислим площадь входного сечения по формуле 
=0,66*0,2*D3^2. 
В ячейке F11 вычислим параметр L по формуле  
=2,3*H3*G3^(1/3). 
В ячейке G11 вычислим параметр K по формуле 
=1-(1-H7)*(G5+F11-G7)/H9. 
В ячейке H11 вычислим входную скорость воздуха при рабочих условиях 
по формуле  
=A7/3600/F9. 
В ячейке Е9 и ячейке Е11 запишем параметры распределения по приве-
денной функции Розина – Рамлера с параметрами x50 = 10 мкм, m = 2.  
В ячейке А11 введем параметр lgσт. В ячейке В11 введем формулу для 
вычисления диаметра частиц d50 (6.18): 






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
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
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

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
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y
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ч
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T w
w
D
Ddd 5050 . 
В ячейке С11 введем формулу для вычисления параметра С по формуле 
(4.384): 










 3
2
25
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534
3
2
21 3
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2
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)
T
T)(T(TC . 
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В ячейке D11 вычислим параметр (n+1) по формуле =1+C7. 
В столбце А13:А65 введем текущий размер частиц с некоторым шагом. В 
ячейке В13 введем формулу (6.16) для вычисления фракционного КПД по ме-
тодике НИИОГАЗа: 
=100*НОРМРАСП(LOG10(A13/$B$11)/$A$11;0;1;ИСТИНА). 
В ячейке С13 введем формулу (6.23) для вычисления параметра ψi(di): 
=$E$3*$H$11/18/$E$7/$D$3*($C$7+1)*(10^(-12))*A13^2. 
В ячейке D13 введем формулу (6.19) для вычисления фракционного КПД 
по методике Лайта – Лихта: 
=100*(1-EXP(-2*($C$11*C13)^(1/(2*$C$7+2)))). 
В ячейке Е13 введем формулу (3.25) для вычисления полных остатков, 
R(di), по распределению Розина – Рамлера:  
=100*EXP(-LOG(2)*(A13/$E$9)^$E$11). 
Распространим формулы ячеек А13:Е13 до ячеек А65:Е65.  
В ячейках столбца F13:F65 введем формулы для вычисления частных 
остатков r(di) узких классов крупности. Для этого в ячейке F13 вводится фор-
мула =100-E13. В ячейке F14 введем формулу =E13-E14. 
Распространим данную формулу на столбец до ячейки F65. 
В ячейке G14 введем следующую формулу для вычисления КПД циклона 
по методике НИИОГАЗа: 
=СУММПРОИЗВ(B13:B65;F13:F65)/100. 
В ячейке Н14 для вычисления КПД циклона по методике Лайта – Лихта 
введем формулу  
=СУММПРОИЗВ(D13:D65;F13:F65)/100. 
Получим результат расчета (рис. 6.12). 
Для сравнения функций фракционного КПД по методикам НИИОГАЗа и 
Лайта – Лихта построим графики (см. рис 6.13) этих функций (столбцы 
А13:А65, В13:В65, D13:D65). 
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Как свидетельствуют графики, представленные на рис.6. 13, степень 
улавливания тонких частиц по методике Лайта – Лихта хуже, чем по методике 
НИИОГАЗа. 
 
Рис. 6.13. Функции фракционного улавливания по методикам НИИОГАЗа и Лайта – Лихта 
6.5. Выбор циклонов 
При выборе циклонов необходимо обеспечить три условия: 
1) сопротивление циклона должно быть не больше заданного предела; 
2) габаритные размеры по высоте не должны превышать заданный предел; 
3) КПД циклона должен обеспечить заданное значение запыленности газов 
на выходе. 
Вполне очевидно, что эти заданные пределы должны быть корректными. 
Для того чтобы обеспечить первые два условия, необходимо правильно вы-
брать число и диаметр циклонов. Порядок расчета следующий. Сначала опре-
деляют параметры газа при рабочих условиях. 
Расход газа Q при рабочих условиях рассчитывается по зависимости 
 
p
p
T
tT
QнQ 0
0
0  , (6.27) 
где Qн – расход воздуха при нормальных условиях, м
3/с;  
Т0 – термодинамическая температура при нормальных условиях, 
Т0 =273,15 К;  
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
0 1 10 100di, мкм
Ф(di), %
НИИОГАЗ Лайта-Лихта
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р0 – абсолютное давление при нормальных условиях, р0 = 101 325 Па;  
р – абсолютное давление при рабочих условиях, Па;  
Т – температура газа при рабочих условиях, К.  
Термодинамическая температура определяется по формуле 
tTT  0 . 
Плотность газа при рабочих условиях рассчитывается по уравнению со-
стояния 
RT
p
 , 
где R – удельная газовая постоянная. Для воздуха R = 287,10 Дж/(кг·K). 
Затем выбирают тип циклона и задают четное число циклонов N, чтобы 
образовать стандартную группу из 2, 4 или 6 циклонов. Расчетный диаметр Dр 
циклонов рассчитывают по формуле 
 
опт
р Nw
Q
D


4
. (6.28) 
Значение оптимальной скорости для выбранного типа циклонов берется 
из табл. 6.4.Расчетный диаметр Dр округляется до диаметра D стандартного ря-
да циклонов [69]. После этого с помощью табл. 6.1, 6.2 рассчитывают высоту 
циклонов. Так, например, высота циклона типа ЦН-15 определится по зависи-
мости 
 D,H 564 . (6.29) 
Если требуется уменьшить высоту циклонов, то увеличивают их число и 
вновь определяют диаметр. После выбора стандартного диаметра D циклона 
рассчитывают фактическую условную скорость в циклоне по формуле 
 
ND
Q
w y 2
4

 . (6.30) 
После этого рассчитывают сопротивление циклона по зависимости 
 
2
2
ywp  , (6.31) 
где Δр – аэродинамическое сопротивление циклона, Па;  
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ζ – коэффициент сопротивления циклона. 
Коэффициент сопротивления циклона определяется по зависимости 
 350021 KKK
c  , (6.32) 
где ζc500 – коэффициент аэродинамического сопротивления выбранного типа 
циклона из табл. 6.3;  
K1 – поправочный коэффициент на диаметр циклона, выбираемый из 
табл. 6.4;  
K2 – поправочный коэффициент на запыленность, выбираемый из 
табл. 6.5;  
К3 – поправочный коэффициент, учитывающий дополнительные потери, 
связанные с групповой компоновкой, выбираемый из табл. 6.6. 
Затем выбирают методику расчета фракционного КПД циклона (Лайта – 
Лихта или НИИОГАЗа) и проводят расчет по методике, рассмотренной выше в 
примере 6.4. Определив функцию фракционного улавливания узких классов 
крупности Ф(di) и задав гранулометрический состав улавливаемого материала 
r(di), рассчитывают по зависимости (6.15) суммарный фракционный КПД.  
Таблица 6.4 
Значение поправочного коэффициента К1 на диаметр циклона 
D, мм 
Марка циклона 
ЦН-11 
ЦН-15 
ЦН-15у 
ЦН-24 
СДК-ЦН-33 
СК-СН-34 
СК-ЦН-34М 
100 0,94 0,85 1,00 
200 0,95 0,90 1,00 
300 0,96 0,93 1,00 
450 0,99 1,00 1,00 
500 1,00 1,00 1,00 
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Таблица 6.5 
Значение поправочного коэффициента К2 на запыленность газов 
D, мм 
Запыленность, г/м3 
0 10 20 40 80 120 150 
ЦН-11 1 0,96 0,94 0,92 0,90 0,87 0,85 
ЦН-15 1 0,93 0,92 0,91 0,90 0,87 0,86 
ЦН-15У 1 0,93 0,92 0,91 0,89 0,88 0,87 
ЦН-24 1 0,95 0,93 0,92 0,90 0,87 0,86 
СДК-ЦН-33 1 0,81 0,785 0,78 0,77 0,75 0,745 
СК-СН-34 1 0,98 0,947 0,93 0,915 0,91 0,90 
СК-ЦН-34М 1 0,99 0,97 0,95 – – – 
Таблица 6.6 
Значение поправочного коэффициента К3 для групп циклонов ЦН 
Характеристика группового циклона K2 
Круговая компоновка, нижний организованный подвод 60 
Прямоугольная компоновка, циклоны в одной плоскости.  
Отвод чистого газа из общей камеры 
 
35 
То же, но улиточный отвод из циклонов 28 
Прямоугольная компоновка, подвод потока в общую камеру 60 
Далее определяют остаточную запыленность по формуле 
 вхвых
КПД



100
100
, (6.31) 
где μвх – концентрация материала на входе в циклон, г/м
3;  
μвых – концентрация материала на выходе из циклона, г/м
3;  
КПД – суммарный фракционный КПД циклона, %. 
Если выходная концентрация большая, то можно попробовать рассчитать 
вторую дополнительную ступень очистки в циклоне. Однако следует иметь в 
виду, что сопротивление последовательных ступеней циклонов будет равно 
сумме сопротивлений каждой ступени. Кроме того, гранулометрический состав 
пыли, поступающей на вторую ступень очистки, будет более тонким, и сум-
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марный КПД ее улавливания во второй ступени будет меньше. Рассмотрим 
пример выбора циклонов. 
Пример 6.5. Выбор циклонов. 
Подобрать циклоны для очистки воздуха после пневмосепаратора. Про-
изводительность сепаратора по готовому продукту составляет Gт = 700 кг/ч. 
Расход очищаемого воздуха Qн = 4792 м3/ч при н.у., температура воздуха 
t = 50 ºС, абсолютное давление р = 90 000 Па, плотность частиц улавливаемого 
материала ρt = 2650 кг/м3. Гранулометрический состав (полные остатки) опи-
сывается распределением приведенной функцией Розина – Рамлера (3.25) с па-
раметрами x50 = 10 мкм, m = 2 
 mi xxln
ii e)x(R 50
2100  . 
Введем исходные данные в ячейки A3:F3: расход воздуха, Q, температуру 
воздуха t, абсолютное давление р, диаметр циклона D, плотность частицы ρt, 
удельную газовую постоянную для воздуха R. В ячейки A5:G5 введем темпера-
туру при нормальных условиях Т0, значения параметров Dт, dT50, wопт, ηт, ρт, 
ζc500, lgσт из табл. 6.3 (рис. 6.14). 
В ячейке G3 введем следующую формулу для вычисления термодинами-
ческой температуры при рабочих условиях: 
tTT  0 . 
В ячейке Н5 введем следующую формулу для вычисления расхода возду-
ха при рабочих условиях:  
0
0
T
T
p
p
QнQ  . 
Зададим число циклонов N = 2 и введем это значение в ячейку F8. 
В ячейке I5 введем формулу для вычисления диаметра циклона 
оптNw
Q
D


3600
4
. 
Округлим диаметр циклона до ближайшего стандартного диаметра и вве-
дем его значение в ячейку F9. 
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В ячейке F18 введем входной поток твердой фазы Gт 700 кг/ч. 
В ячейку F16 введем формулу =F18*1000/H5 для вычисления входной 
концентрации пыли, μвх. 
В ячейки H3:J3 введем коэффициенты K1, K2, K3 из табл. 6.4‒6.6 для вы-
числения коэффициента сопротивления ζ. 
 
Рис. 6.14. Листинг расчета выбора циклона по методикам НИИОГАЗа 
В ячейке F11 вычислим коэффициент сопротивления по формуле (6.32): 
350021 KKK
c  . 
В ячейке G5 вычислим плотность воздуха при рабочих условиях по урав-
нению состояния 
RT
p
 . 
В ячейке K5 вычислим вязкость воздуха при рабочих условиях по форму-
ле Абрамовича 
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,
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В ячейке L5 вычислим площадь S поперечного сечения циклона 
4
2D
S

 . 
В ячейке F13 введем формулу для вычисления условной скорости в цик-
лоне 
N
Q
wy 3600
 . 
В ячейки K3:L3 введем параметры распределения приведенной функции 
Розина – Рамлера (3.25) с параметрами x50 = 10 мкм, m = 2. 
В ячейке F10 введем формулу для вычисления расхода воздуха через 
один циклон 
N
Q
Q 1 . 
В ячейке F12 введем формулу (6.31) для определения аэродинамического 
сопротивления циклона 
2
2
ywp  . 
В ячейке F14 введем формулу (6.18) для определения границы разделения 
циклона (диаметра частиц d50)  
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В столбце G7:G21 введем средний размер улавливаемых частиц с некото-
рым шагом в диапазоне от 0.1 до 80 мкм. 
В ячейке G7 для определения полных остатков исходного гранулометри-
ческого состава по распределению Розина – Рамлера введем формулу 
=100*EXP(-LOG(2)*(G7/$K$3)^$L$3). 
Распространим значение ячейки G7 на весь столбец до ячейки G21. В 
столбце I7:I21 вычислим частные остатки исходного гранулометрического со-
става. Для этого в ячейке I7 введем формулу =100-H7. 
В ячейке I8 введем формулу =H7-H8. 
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Распространим значение ячейки I8 на весь столбец до ячейки I21.  
В столбце J7:J21 вычислим фракционный КПД по методике НИИОГАЗа. 
Для этого в ячейке J7 введем формулу (6.16) для вычисления фракционного 
КПД по методике НИИОГАЗа. 
=100*НОРМРАСП(LOG10(G7/$F$14)/$G$5;0;1;ИСТИНА). 
Распространим значение ячейки J7 на весь столбец до ячейки J21. 
В ячейке F15 введем формулу (6.15) для вычисления суммарного КПД 
циклона по методике НИИОГАЗа:  
=СУММПРОИЗВ(I7:I20;J7:J20)/100. 
В столбце K7:K21 вычислим частные остатки гранулометрического со-
става уловленного продукта. Для этого введем в ячейку K7 формулу 
=I7*J7/$F$15. 
Распространим значение ячейки K7 на весь столбец до ячейки K21. 
В столбце L7:L21 вычислим частные остатки гранулометрического соста-
ва не уловленного продукта, поступающего на вторую стадию очистки. Для 
этого введем в ячейку L7 формулу  
=I7*(100-J7)/(100-$F$15). 
Распространим значение ячейки L7 на весь столбец до ячейки L21. 
В ячейке F17 введем формулу (6.33) для определения выходной концен-
трации пыли. 
вхвых
КПД



100
100
. 
В ячейке F19 введем формулу=F18*F15/100 для определения производи-
тельности по уловленной пыли. 
В ячейке F20 введем формулу =(F18-F19)/3600 для определения выбросов 
пыли. 
В ячейке F21 введем формулу для определения общей высоты циклона. 
Получим результаты расчета (рис. 6.14). 
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7. ПНЕВМОТРАНСПОРТ 
7.1. Определение относительной скорости твердой фазы 
Большинство методов расчета процесса пневмотранспорта сводится к за-
даче определения сопротивления на отдельных участках транспортного тракта. 
Обычно транспортный тракт разбивается на участки разгона частиц, стацио-
нарного движения и участки, представляющие местные сопротивления. Из-
вестно, что наибольший вклад в потерю давления вносят стационарные участ-
ки. Потери давления при пневмотранспорте во многом определяются относи-
тельной скоростью дисперсных частиц твердой фазы и воздушного потока. От-
носительная скорость j определяется как отношение средней скорости u твер-
дой фазы к средней скорости w воздушного потока в сечении трубопровода: 
 
w
u
j  . (7.1) 
Вопросу определения относительных скоростей и скоростей скольжения 
фаз посвящено большое количество работ. Рассмотрим и сравним существую-
щие методы расчета относительных скоростей скольжения фаз в условиях 
пневмотранспорта на стационарных участках трубопровода. В табл. 7.1 приведе-
ны различные зависимости для определения относительной скорости, предложенные 
разными авторами. В формулах таблицы приняты следующие обозначения: 
vos, w – соответственно скорость осаждения частиц и средняя по сечению 
скорость потока, м/с;  
d, D – соответственно диаметр частицы и диаметр трубы, м;  
η – коэффициент динамической вязкости, Па·с;  
G – массовый расход газа, кг/с;  
ρt, ρ – соответственно плотность частицы и плотность среды, кг/м
3;  
g – ускорение свободного падения, g = 9,804 м/с2;  
μ – расходная концентрация твердой фазы, кг/кг;  
С – константа в формуле Шухарта С = 0,014‒0,05, для расчетов примем 
С = 0,032;  
  316
д ‒ коэффициент сопротивления при движении двухфазного потока в 
трубопроводе;  
Сх ‒ коэффициент сопротивления частиц.  
Таблица 7.1 
Зависимости для определения относительной скорости частиц  
твердой фазы в условиях пневмотранспорта 
Формула 
Автор, 
источник 
osvw
,
,j 




 
1780
011701  
Гастерштадт, 
[49]  
1
85090






  Re
D
d
,,j  
Злобин В.В., 
[25]  
t
,d,j  3050701  
Хинкл, 
[49] 
1
3
2
3
2
200
111

































o
t
FrFrD
d
Cj  
Шухарт, 
[49, 15]  
D
gD
v
,
j
,
os
650
1350
1






  
Конно, 
[49]  
dwC,j ,m
402211   
Мунаката, 
[59]  
w
v
j os 1  
Разумов И.М., 
Овен, [57, 73]  
84503751 ,os d
w
v
j   
Басов В.А, 
[57]  
1
3
1
3
1
2

















DC
d
DC
d
j
x
tд
x
tд  
Калугин Б.Ф., 
[29]  
21
1
2
21
1
21
1
SS
S
SS
S
SS
S
j










  
Зональная модель, 
[18]  
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Критерий Рейнольдса для трубы определяется по зависимости 
 



wD
Re , (7.2) 
или  
 
D
GwD
Re





4
, (7.3) 
Fr0 – критерий Фруда ‒ определяется для скорости потока, соответству-
ющей осаждению частиц: 
 
gD
v
Fr os
2
0  . (7.4) 
Fr – критерий Фруда ‒ определяется для скорости потока:  
 
gD
w
Fr
2
 . (7.5) 
S1, S2 ‒ отношения площадей зон к площади сечения трубы находятся по 
следующим зависимостям: 
 2211 D/DS  ; 
22
1
2
2 D/)DD(S  , (7.6) 
где D1 – диаметр центральной зоны потока, м;  
D1 находится по формуле D1 = D - δ, где δ ‒ толщина вязкого погранично-
го слоя, м. 
Толщина пограничного слоя может быть определена по зависимости [21]: 
 
8
7
25
Re
D
 . (7.7) 
Прежде чем приступить к вычислениям и сравнению результатов, можно 
сделать следующие замечания. В формуле Гастерштадта [51] коэффици-
ент 0,0117 должен быть размерным, иначе она не соответствует размерности. 
Формула В.В. Злобина [25] не удовлетворяет граничным условиям. Для 
тонких частиц при d 0 значение относительной скорости начинает превышать 
единицу, что не соответствует действительности. Другой недостаток этой фор-
мулы – это обратная зависимость от плотности газа. При увеличении плотности 
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газа относительная скорость по формуле В.В. Злобина должна падать, что 
опровергается экспериментальными данными.  
В формуле Хинкла [49] диаметр частиц подставляется в метрах, а плот-
ность частиц в г/см3. Формула не удовлетворяет размерности. Кроме того, от-
носительная скорость по формуле Хинкла [49] не зависит от плотности газа, 
что также противоречит экспериментальным данным, представленным в лите-
ратуре. 
В формуле Шухарта [15] константа С = 0,014–0,05, а значение критерия 
Фруда Fro определяется для скорости потока, соответствующей осаждению ча-
стиц. В таблице приведены данные при С = 0,032. Данную формулу можно без 
ущерба точности упростить: 
 
1
3
2
3
2
200
11
















 














FrD
d
Cj t . (7.8) 
Относительная скорость по формуле Конно [49] не удовлетворяет раз-
мерности, граничным условиям и дает отрицательное значение. Числитель вы-
ражения представляет собой параметр, связанный с критерием Фруда, опреде-
ленный по скорости осаждения частиц.  
Мунакато [49] проводил экспериментальные исследования при понижен-
ных давлениях (разрежении), поэтому коэффициент Сm в зависимости относи-
тельной скорости зависит от числа Кнудсена: 
 








 
Kn
.
exp.,KnCm
440
41023121 . (7.9) 
Число Кнудсена Kn представляет собой отношение длины свободного 
пробега молекул к диаметру частицы. При атмосферном давлении и температу-
ре 20 оС, длина свободного пробега для воздуха составляет l = 6,564·10–8 м, а 
при давлении Р = 0,5 МПа l = 1,313·10–8 м.  
Формула Мунакато [49] не удовлетворяет размерности и граничным 
условиям для крупных частиц. Кроме того, данная формула также не учитывает 
плотность газа. Зависимость от плотности воздуха через число Кнудсена Kn 
  319
при повышении давления практически отсутствует, поскольку поправочный ко-
эффициент Cm, даже для мелких частиц, равен единице. 
Формула В.А. Басова [57] не удовлетворяет граничным условиям и раз-
мерности (диаметр частиц в ней надо подставлять в микрометрах), поэтому она 
может использоваться только в очень узком диапазоне крупности частиц. 
Формула, предложенная Б.Ф. Калугиным [29], удовлетворяет размерно-
сти и граничным условиям. Однако для ее использования необходимо знать ко-
эффициент сопротивления при движении двухфазного потока в трубопроводе 
д, который должен быть определен экспериментально. Кроме того, следует за-
метить, что коэффициент сопротивления частиц СX, входящий в зависимость 
Б.Ф. Калугина, также зависит от относительной скорости. Рекомендация 
Б.Ф. Калугина брать коэффициент Сx постоянным для тонких частиц некор-
ректна, поэтому предложенное уравнение можно рассматривать только как ре-
курсивное. 
В зависимости П.Р. Овена [57, 73] скорость скольжения имеет порядок 
скорости витания. Д.Ф. Ричардсон, а также М. Леманн подтвердили ее экспе-
риментальными данными. Эта зависимость встречается и у отечественных спе-
циалистов, например, в работе И.М. Разумова [57].Она вытекает из уравнения 
движения для вертикального потока частиц, однако, как показано в приведен-
ных работах, формула справедлива и для горизонтальных потоков. 
Пример 7.1. Расчет относительной скорости твердой фазы. 
Необходимо рассчитать относительную скорость частиц твердой фазы в 
начальном 1 и конечном 2 сечениях горизонтального участка пневмотранспорта 
при стационарном режиме. Принять следующие исходные данные: радиус ча-
стиц r = 40 мкм, плотность ρt = 2650 кг/м
3, внутренний диаметр транспортной 
трубы D = 0,145 м, абсолютное давление в начальном сечении трубопровода 
р1 = 500 000 Па, в конечном р2 = 101 325 Па, расход сжатого возду-
ха G = 0,596 кг/с, температуру сжатого воздуха t = 20 ºC.  
Введем исходные данные в ячейки A3:D3: удельную газовую постоянную 
для воздуха R; абсолютное давление снаружи р0; температуру сжатого воздуха 
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t; термодинамическую температуру при нормальных условиях Т0 (рис. 7.1). В 
ячейке Е3 вычислим абсолютную температуру по зависимости Т = Т0+t. В ячей-
ке F3 введем формулу для определения вязкости воздуха по зависимости (4.2) 
Абрамовича: 
=0,0000173*($E$3/$C$3)^0,75. 
В ячейке A5 введем значение диаметра D трубопровода, а в ячейке В5 
введем формулу для определения площади сечения трубопровода. В ячейки 
С5:F5 введем радиус r и плотность частиц ρt, массовый расход воздуха G, зна-
чение расходной концентрации μ. В ячейки A7:В7 введем значение абсолютно-
го давления р1, р2 в сечениях 1 и 2.  
В ячейках С7:D7 вычислим по уравнению состояния плотность воздуха ρ1 
и ρ2 в сечениях 1 и 2 по формулам 
=A7/A3/E3 и =B7/A3/E3. 
В ячейках Е7:F7 вычислим по уравнению неразрывности скорость воз-
душного w1 и w2 потока в сечениях 1 и 2 по формулам 
=E5/B5/C7 и =E5/B5/D7. 
В ячейке А9 вычислим значение критерия Рейнольдса по формуле  
=E7*$A$5*C7/$F$3. 
В ячейке В9 вычислим значение коэффициента сопротивления по форму-
ле Блазиуса 
=0.3164/(A9^0.25). 
В ячейках С9 и D9 вычислим значение критерия Архимеда в сечениях 1 и 
2. В ячейках E9 и F9 вычислим значение критерия Рейнольдса по зависимости 
(5.28) Р.Б. Розенбаума, О.М. Тодеса, а в ячейках E11 и F11 вычислим значение 
скорости осаждения, vos1, vos2, частиц при параметрах в сечениях 1 и 2 по фор-
мулам 
=E9*$F$3/($C$5*2)*1000000/C7 
и =F9*$F$3/($C$5*2)*1000000/D7. 
В ячейках А11 и В11 вычислим значения критерия Фруда в сечениях 1 и 
2 по зависимости (7.5). Для этого введем формулы 
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=E7^2/9,804/($A$5^2) и =F7^2/9,804/($A$5^2). 
В ячейках С11 и D11 введем формулы для вычисления коэффициента со-
противления частиц, Сх, в сечениях 1 и 2: 
=0,4+24/E9+4/(E9^0,25) и =0,4+24/F9+4/(F9^0,25). 
 
Рис. 7.1. Листинг расчета относительной скорости твердой фазы 
В ячейке А13 введем формулу (7.7) для определения толщины погранич-
ного слоя: =25*A5/(A9^(7/8)). 
В ячейках В13, С13, D13 введем формулы для определения диаметра D1 
центральной зоны потока и параметров S1 и S2 по формулам (7.6). В ячейках Е7 
и F7 введем фиксированные значения коэффициентов С и Сm. 
Затем в ячейках Е15:Е24 и F15:F24 введем последовательно формулы 
(1‒10) из табл. 7.1 для определения относительных скоростей в сечениях 1 и 2. 
Получим результат вычислений, представленный на рис. 7.1. 
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Как следует из представленных результатов, значения относительных 
скоростей по разным методикам отличаются. Как отмечалось выше, лучше со-
гласуется с экспериментальными данными формула (7), предложенная Овеном 
и И.П. Разумовым. Эту формулу чаще всего рекомендуют для расчетов боль-
шинство специалистов. 
7.2. Определение критической скорости пневмотранспорта 
Под критической скоростью понимают такую скорость воздушного по-
тока, при которой происходит выпадение частиц на дно трубы. Иногда исполь-
зуют другие понятия, например, «скорость трогания», «скорость начала транс-
портирования» и т. д. Очевидно, что скорость трогания частиц отличается от 
критической скорости, однако обе скорости важно определить, чтобы обеспе-
чить устойчивый, без завалов, режим транспортирования. В литературных ис-
точниках предлагаются различные методы определения критической скорости 
воздушного потока wкр и скорости трогания wт (см. табл. 7.2). 
Формула, предложенная М.И. Соловьевым [68], имеет вид 
   2505036034065 ,,t,,кp /dD,w  , (7.10) 
где D – диаметр трубы, м; 
d – диаметр частиц, м;  
ρt ‒ плотность твердых частиц, кг/м
3;  
ρ ‒ плотность воздуха, кг/м3;  
μ – расходная концентрация материала, кг/кг. 
В некоторых работах [28,57] приводится следующая эмпирическая зави-
симость, полученная М.П. Калинушкиным с соавторами:  
 21000 BL/aw tкp  , (7.11) 
где L – длина тракта, м;  
а ‒ коэффициент, зависящий от размера частиц (а ≈ 12);  
В ‒ коэффициент, зависящий от сыпучих свойств зольных частиц 
(В ≈ 2·10-5). 
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Таблица 7.2 
Зависимости для определения критической скорости части твердой фазы в 
условиях пневмотранспорта 
Формула Автор, 
источник 
  2505036034065 ,,t,,кp /dD,w   
Соловьев М.И., [68]  
21000 BL/aw tкp   
Калинушкин М.П., 
[28, 57]  
6
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
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Зависимость, предложенная Силиным Н.А. [65], следующая: 
 6
Dgd
v
gDgw ostкp



 , (7.12) 
где δ – средняя шероховатость трубы (принимается 2·10-5м);  
g ‒ ускорение силы свободного падения, g = 9,804 м/с2. 
А.Д. Альтшуль [5], А.Е. Смолдырев [66] предлагают определять критиче-
скую скорость по зависимости 
 gDcw tкp 

 , (7.13) 
где коэффициент c = 0,1‒0,3. Значение c = 0,1 берется для легко аэрируемых 
пылей. 
А.Е. Смолдырев [66] предлагает также использовать про-
стую зависимость 
   osкр v,w 321  , (7.14) 
где коэффициент vos ‒ скорость витания (осаждения). 
С.Е. Сакс в работе [63] предлагает определять критическую скорость по 
зависимости 
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 , (7.15) 
где αk – опытный коэффициент, αk = 1 для µ ≤ 5 кг/кг и αk = 1,1 для 
5 < µ ≤ 10 кг/кг.  
В методических указаниях РД 153-34.1-27.512-2001 по расчету и реко-
мендациям по снижению абразивного износа пневмотранспортных трубопро-
водов систем пылеприготовления и золошлакоудаления ТЭС приводится зави-
симость для определения критической скорости потока 
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 . (7.16) 
Х.А. Кисторян [34] предложил две формулы для определения скорости 
трогания. Первая имеет следующий вид: 
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где  ‒ кинематическая вязкость воздуха, м2/с;  
Используют также зависимость Х.А. Кисторяна в критериальном виде 
 57201250940 ,,т ArRe,Re  , (7.18) 
где γ ‒ соответственно удельный вес пыли и воздуха, кг/м3. 
Л.С. Клячко с соавторами предложил следующую зависимость для скоро-
сти трогания [36]: 
 3
1
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



 tт g,w , (7.19) 
где ν – кинематическая вязкость воздуха, м2/с.  
В.В. Белоусов предложил [12] зависимость для определения скорости от-
рыва 
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где ρt – плотность частиц твердого материала, в данной формуле г/см3;  
D – диаметр трубы, м;  
r – радиус частиц пыли, в данной формуле в мкм.  
Г.М. Островский [53] предлагает определять критическую скорость по 
зависимости 
 т
t
кр gf)(dw 

 18 , (7.21) 
где ε – порозность выпадающего слоя пыли на дне трубы, можно принять 
ε = 0,5 или определять опытным путем;  
fт ‒ коэффициент внешнего трения частиц о стенки трубы, можно при-
нять fт = 0,4 или определять опытным путем. 
Многие зависимости для расчета характерных скоростей воздушного по-
тока при пневмотранспорте имеют недостатки. Так, например, зависимости 
Клячко, Белоусова не учитывают такой важнейший параметр, как концентрация 
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материала в потоке. Формулы Соловьева, Силина, Белоусова не удовлетворяют 
размерности. Формула Калинушкина, скорее всего, пригодна для определения 
рабочей скорости воздушного потока, а не критической. Другие зависимости 
имеют ограниченную область применения. Для количественной оценки и выбо-
ра формулы для расчета критической скорости рассмотрим конкретный при-
мер.  
Пример 7.2. Расчет критической скорости. 
Необходимо рассчитать критическую скорость воздушного потока в 
начальном 1 и конечном 2 сечениях горизонтального участка пневмотранспорта 
при стационарном режиме. Принять следующие исходные данные: радиус ча-
стиц r = 40 мкм, плотность ρt = 2650 кг/м
3, внутренний диаметр транспортной 
трубы D = 0,145 м, абсолютное давление в начальном сечении трубопровода 
р1 = 500 000 Па, в конечном р2 = 101325 Па, расход сжатого возду-
ха G = 0,596 кг/с, температуру сжатого воздуха t = 20 ºC.  
Введем исходные данные в ячейки A3:D3: удельную газовую постоянную 
для воздуха R; абсолютное давление снаружи, р0; температуру сжатого воздуха 
t; термодинамическую температуру при нормальных условиях Т0 (рис. 7.2).  
В ячейке Е3 вычислим абсолютную температуру по зависимости Т = Т0+t. 
В ячейке F3 для определения вязкости воздуха по зависимости (4.2) Абрамови-
ча введем формулу 
=0,0000173*($E$3/$C$3)^0,75. 
В ячейке A5 введем значение диаметра D трубопровода, а в ячейке В5 
введем формулу для определения площади сечения трубопровода. В ячейки 
С5:F5 введем радиус r и плотность частиц ρt, массовый расход воздуха G, зна-
чение расходной концентрации μ. В ячейки A7:В7 введем значение абсолютно-
го давления воздуха ρ1 и ρ2 в сечениях 1 и 2 по формулам 
=A7/A3/E3 и =B7/A3/E3. 
В ячейках Е7:F7 вычислим по уравнению неразрывности скорости воз-
душного w1 и w2 потока в сечениях 1 и 2 по формулам 
=E5/B5/C7 и =E5/B5/D7. 
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В ячейке А9 вычислим значение критерия Рейнольдса по формуле 
=E7*$A$5*C7/$F$3. 
В ячейке В9 вычислим значение коэффициента сопротивления по форму-
ле Блазиуса 
=0,3164/(A9^0,25). 
В ячейках С9 и D9 вычислим значение критерия Архимеда в сечениях 1 и 
2. В ячейках E9 и F9 вычислим значение критерия Рейнольдса по зависимости 
(5.28) Р.Б. Розенбаума, О.М. Тодеса, а в ячейках E11 и F11 вычислим значение 
скорости осаждения vos1, vos2 частиц при параметрах в сечениях 1 и 2 по форму-
лам 
=E9*$F$3/($C$5*2)*1000000/C7 
и =F9*$F$3/($C$5*2)*1000000/D7. 
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Рис. 7.2. Листинг расчета критической скорости 
В ячейки А11,В11,С11,D11 введем значения коэффициентов αk, fт, пороз-
ности ε и ускорение свободного падения g. 
В ячейки А13,В13,С13,D13 введем значения шероховатости δ, длины L, 
коэффициентов a и В.  
Затем в ячейках Е15:Е24 и F15:F24 введем формулы (7.10)‒(7.21) из 
табл. 7.2 для определения критических скоростей в сечениях 1 и 2. Получим ре-
зультат вычислений, представленный на листинге рис. 7.2. 
Как следует из представленных результатов, значения критических ско-
ростей по разным формулам существенно отличаются. Лучше согласуются с 
экспериментальными данными формулы, предложенные М.И. Соловьевым, 
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Х.А. Кисторяном, Л.С. Клячко, Г.М. Островским и С.Е. Саксом. Эти формулы 
наиболее часто рекомендуют для расчетов наибольшее число специалистов. 
7.3. Определение потерь давления при пневмотранспорте 
Затраченная на транспортирование сыпучего материала энергия воздуш-
ного потока обычно выражается через потери давления сжатого воздуха. Об-
щие потери давления при движении двухфазного потока, Δp, представляют как 
сумму потерь давления отдельных составляющих: 
MRHL ppppp  , 
где ΔpL – потери давления по длине на внутреннее трение и трение о стенки 
трубопровода при движении двухфазного потока ‒ газа и частиц;  
ΔpН – потери давления на подъем материала на высоту Н;  
ΔpR – потери давления на разгон сыпучего материала, т. е. на придание 
кинетической энергии частицам;  
ΔpМ – местные потери давления при движении двухфазного потока, 
например, в коленах или при внезапных сужениях или расширениях и т. д.  
Потери давления по длине, ΔpL, определяются по зависимости 
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)K(p L  , (7.22) 
где K – коэффициент Гастерштадта;  
μ – расходная концентрация материала, кг/кг;  
L, D – соответственно длина и диаметр трубопровода, м;  
ρ – плотность газа, кг/м3;  
w – средняя по сечению трубы скорость газового потока, м/с. 
Потери давления на подъем материала, ΔpН, находят по уравнению 
 gHp H  , (7.23) 
где g – ускорение свободного падения,  
g = 9,804 м/с2;  
Н – высота подъема, м. 
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Потери давления на разгон сыпучего материала ΔpR определяются по за-
висимости 
F
)uu(G
p ТR
12  , (7.24) 
где GТ – расход твердой фазы (производительность), кг/с;  
u1 –начальная скорость частиц, м/с;  
u2 – конечная скорость частиц, м/с;  
F – площадь поперечного сечения транспортной трубы, м2.  
Местные потери давления ΔpМ находятся по уравнению 
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где Kм – коэффициент Гастерштадта для местных потерь;  
ζм –коэффициент сопротивления для местных потерь. 
Коэффициент Гастерштадта K для определения потерь на трение по 
длине и коэффициент Kм для определения местных потерь находятся экспери-
ментально или определяются по эмпирическим зависимостям. По данным 
Б.Н. Лобаева [46], при транспортировании материалов с различными физиче-
скими свойствами коэффициент K может принимать значения от 0,17 до 3,43. В 
прил. 1 приведены различные зависимости для определения коэффициента Га-
стерштадта.  
Рассмотрим расчет потерь давления на примере пневмотранспортной си-
стемы вакуумной пылеуборки. 
Пример 7.3. Расчет потери давления при пневмотранспорте. 
Необходимо рассчитать потери давления ветви пневмотранспортной си-
стемы вакуумной пылеуборки, представленной на рис. 7.3. В качестве тягоду-
тьевой машины применяется водокольцевой вакуум-насос. Расход воздуха по 
условиям всасывания Q = 3 м3/мин при температуре воздуха t = 20 ºС, абсолют-
ное давление в цехе принять рн = 98 600 Па, плотность частиц улавливаемого 
материала ρt = 2650 кг/м
3, средний радиус улавливаемых частиц r = 5,1 мкм. 
Циклон Ц1 типа ЦН-15 диаметром 350 мм. Коэффициент сопротивления по 
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длине принять постоянным: ζ = 0,018. Коэффициент сопротивления по длине 
для гибкого шланга принять ζгш = 0,03. Коэффициент сопротивления циклона 
ЦН-15 принять ζц1 = 155. Циклон второй стадии Ц2 типа СДК-ЦН-33 диаметром 
450 мм. Коэффициент сопротивления циклона СДК-ЦН-33 принять ζц2 = 600. 
Сопротивление рукавного фильтра принять ΔрРФ = 1500 Па. Геометрические 
размеры транспортного тракта представлены на рис. 7.3. Коэффициент Гастер-
штадта принять постоянным: K = 0,5. Расходную концентрацию принять μ = 6 
кг/кг. 
Введем исходные данные в ячейки В3:G3: удельную газовую постоянную 
для воздуха, расходную концентрацию μ; абсолютное давление в цехе р0; рас-
ход воздуха Q; коэффициент Гастерштадта K; температуру воздуха t (рис. 7.4). 
В ячейке Н3 введем формулу для определения производительности П, т/ч: 
=E2*C2*60/1000. 
В ячейки столбцов С8:С16, D8:D16, E8:E16, F8:F16 введем геометриче-
ские параметры участков транспортного трубопровода (высоты, длины, диа-
метры, радиусы поворота). В ячейки E5:E7 введем диаметр рукавного фильтра 
и диаметры циклонов. 
В ячейке I17 введем значение абсолютного давления в цехе рн 
=D2. 
В ячейке J17 введем формулу для определения плотности воздуха в нача-
ле данного участка по уравнению состояния 
=$I$2/(273+$G$2)*273*I17/101325. 
В ячейке K17 введем формулу для определения скорости на входе wi 
участка по зависимости 
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 .  
Формула имеет вид 
=$E$2*1,292/60/J17/(ПИ()*E17^2/4). 
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Рис. 7.3. Схема пневмотранспортного тракта системы вакуумной пылеуборки 
Скопируем формулы I17 и J17 на остальные ячейки столбцов до ячеек I5 
и J5. 
В ячейку G17 введем коэффициент сопротивления ζi для данного участка 
(для заборного устройства ζвх = 0,5). 
В ячейку H17 введем формулу для определения потерь давления на дан-
ном участке по зависимости (7.25). 
=G17*J17*K17^2/2*(1+$F$2*$C$2). 
В ячейку I16 введем формулу для определения абсолютного статического 
давления в начале данного участка (в конце предыдущего участка) по формуле 
=I17-H17. 
Скопируем данную формулу на столбец до ячейки H4. 
В ячейку G16 введем коэффициент сопротивления гибкого шланга 
ζгш = 0,03. 
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Рис.7.4. Листинг решения задачи определения сопротивления пневмотранспортного тракта 
системы вакуумной пылеуборки 
В ячейки G14, G12, G8, G6 введем коэффициент сопротивления по длине 
ζ = 0,018. 
Коэффициент местных сопротивлений колен вычислим по следующей 
формуле Альтшуля (4.79): 
 
R
D
)(,, 890 100001020  . 
Для этого в ячейку G15 введем формулу 
=(0,2+0,001*(100*0,018)^8)*((E15/F15)^0,5). 
Скопируем эту формулу в ячейки G13, G11, G9. 
Примем, что частицы разгоняются до скорости u = 0,9 w. В ячейку J2 вве-
дем формулу (7.24) для вычисления потерь давления на разгон материала ΔpR 
по зависимости 
F
)uu(G
p ТR
12  . 
Для этого в ячейку J2 введем формулу 
=H2/3,6*0,9*K16/ПИ()/(E16^2)*4. 
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В ячейку Н16 введем формулу для определения потерь давления по длине 
гибкого шланга и на подъем. К этим потерям необходимо добавить потери дав-
ления на разгон 
Rгшгш pgH
w
)K(p 
2
1
2
. 
Для этого в ячейку Н16 введем формулу 
=G16*J16*K16^2/2*D16/E16*(1+$F$2*$C$2)+ 
+J16*9,804*C16*$C$2+J2. 
В ячейке Н15 введем формулу для определения местных потерь давления 
в колене =G15*J15*K15^2/2*(1+$F$2*$C$2). 
Скопируем эту формулу в ячейки Н13, Н11, Н9. 
В ячейку Н14 введем формулу для определения потерь давления по длине 
гибкого шланга и на подъем 
 gH
w
)K(p гшгш 2
1
2
.  
Для этого в ячейку Н14 введем формулу 
=G14*J14*K14^2/2*D14/E14*(1+$F$2*$C$2)+ 
+J14*9,804*C14*$C$2. 
Скопируем эту формулу в ячейки Н12, Н10, Н8. 
В ячейке Н7 введем формулу для определения потерь давления в циклоне 
2
2
у
цц
w
p  . 
Для этого в ячейку Н7 введем формулу =G7*J7*K7^2/2. 
Скопируем эту формулу в ячейку Н6. 
В ячейку Н5 введем потери давления в рукавном фильтре Δpф=1500 Па. 
В ячейке К2 введем формулу для определения потерь давления всего 
тракта =I17-I4. 
Получим решение поставленной задачи (см. 7.4). 
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7.4. Расчет высоконапорного пневмотранспорта 
Высоконапорный пневмотранспорт применяют для перемещения сыпу-
чих материалов на значительные расстояния от 100 до 500 м и более, поэтому 
потери давления по длине составляют основную часть потерь. Вследствие по-
терь давления плотность газа ρ и скорость воздушного потока w изменяются по 
длине в 3‒5 раз. Кроме этого, остается неоднозначность определения коэффи-
циента Гастерштадта, поэтому использование формулы (7.22) некорректно.  
В работах [80, 84, 85] был предложен метод расчета высоконапорного 
пневмотранспорта с учетом сжимаемости газа с использованием газодинамиче-
ских функций. Рассмотрим данный метод в упрощенном варианте, когда изме-
нением сечения трубы за счет частиц можно пренебречь, т. е. объемная концен-
трация частиц не более 5 %. Заметим, что расходная концентрация частиц при 
этом может быть достаточно большой (μ = 40 кг/кг). Согласно предложенной 
методике уравнение движения двухфазного потока на стационарном участке 
описывается системой уравнений 
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 (7.26) 
где p1, p2 – статическое давление соответственно в начале и конце участка;  
λ1, λ2 – приведенная скорость воздушного потока в начальном и конечном 
сечениях;  
μ – расходная концентрация материала, кг/кг;  
 ‒ приведенная длина;  
(λ) и φ(λ) ‒ газодинамические функции;  
Kср ‒ коэффициент. 
Приведенная скорость представляет собой отношение скорости потока w 
к критической скорости aкр и определяется зависимостью (4.176).  
*кр RT
k
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2

 . 
Приведенная длина определяется выражением (4.208): 
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где k – коэффициент адиабаты для воздуха;  
L, D – длина и диаметр транспортного трубопровода соответственно, м;  
ζ – коэффициент сопротивления, определяемый по формуле Блазиуса 
(4.58). 
Критерий Рейнольдса при движении газа по трубе для стационарного ре-
жима может быть определен по зависимости 
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где η – коэффициент динамической вязкости, Па·с;  
G – массовый расход газа, кг/с;  
D – диаметр транспортного трубопровода, м. 
Поскольку при пневмотранспорте скорости потока небольшие, то изме-
нением температуры и вязкости можно пренебречь. Из этого следует, что по 
длине трубы Re = const и  = const. 
Коэффициент Kср определяется по зависимости 
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где коэффициенты K1 и K2 определяются по зависимостям 
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где jk ‒ конечная (установившаяся) относительная скорость твердой фазы;  
r – радиус частицы, м;  
критерии Рейнольдса Rec1 и Rec2, рассчитанные для частицы для сечений 1 
и 2;  
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Сх – коэффициент сопротивления частицы, который может быть опреде-
лен в сечениях 1 и 2, например, по формуле Брауэра – Мьюса 
ReRe
,Cx
424
40  . 
Число Рейнольдса для частицы можно определить по зависимости 
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 . (7.31) 
Из уравнения неразрывности следуют соотношения 
 2211  FwFwG . (7.32) 
Газодинамическая функция φ(λ) определяется зависимостью 
 2
2
1
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 ln)( . (7.33) 
Для определения относительной скорости твердой фазы существует до-
статочно большое количество зависимостей. Установившуюся относительную 
скорость твердой фазы можно определить, например, по зависимости, предло-
женной Овеном [73], Разумовым [57]: 
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Обычно давление подводящего газа в коллекторе известно (рk = р1), из-
вестно и давление снаружи в конце транспортного тракта (р2 = р0). Тогда при 
заданной концентрации расход воздуха и скорости воздушного потока в 
начальном и конечном сечениях могут быть определены по вышеприведенной 
методике.  
Рассмотрим пример расчета высоконапорного пневмотранспорта на гори-
зонтальном участке при стационарном режиме. 
Пример 7.4. Расчет высоконапорного пневмотранспорта на горизонталь-
ном участке при стационарном режиме. 
На рис. 7.5 представлена простейшая схема высоконапорного пневмот-
ранспорта, состоящая из сосуда и горизонтальной трубы. К сосуду подводится 
сжатый воздух. При установившемся режиме истечения двухфазной среды в 
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сосуде установится некоторое избыточное давление p1
* и массовый расход G 
сжатого воздуха. Температура сжатого воздуха в сосуде Т*. Поскольку скоро-
стью воздушного потока в сосуде можно пренебречь, то параметры воздуха в 
сосуде можно считать параметрами заторможенного газа. Давление снаружи 
примем p0 = 101 325 Па. Параметры заторможенного газа в сосуде 
p1
* = 3p0 = 3·101 325 = 303 975 Па, t = 20 ºC. Зададим расходную концентрацию 
μ = 20 кг/кг. Длина трубы L = 300 м, диаметр d = 0,15 м. Средний радиус частиц 
r = 30 мкм, плотность частиц ρt = 2650 кг/м
3. 
Необходимо найти массовый расход воздуха G, параметры газа в началь-
ном и конечном сечениях: скорости воздушного потока w1, w2; статические дав-
ления р1, p2; плотности воздуха ρ1, ρ2; температуры Т1, Т2. При расчете потерями 
давления на разгон материала пренебречь, режим течения считать стационар-
ным: G = const, p1
* = const. 
Введем исходные данные в ячейки A3:Е3: удельную газовую постоянную 
для воздуха R; абсолютное давление снаружи р0; температуру сжатого воздуха 
t; термодинамическую температуру при нормальных условиях Т0; давление за-
торможенного воздуха в сосуде p1
*. В ячейки A5:Е5 введем длину L и диаметр 
D трубопровода, радиус r и плотность частиц ρt, коэффициент адиабаты k. В 
ячейку В9 введем значение расходной концентрации, μ (рис. 7.6). 
 
Рис. 7.5. Схема к расчету высоконапорного пневмотранспорта 
p1* T1* 
L=300 
D=0,15 
p2=p0 
1 2 
w2 w1 
G 
p1 
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В ячейке F3 введем следующую формулу для определения термодинами-
ческой температуры заторможенного воздуха в сосуде: 
=D3+C3. 
В ячейке F5 введем формулу для определения вязкости воздуха по зави-
симости (4.2) Абрамовича: 
=0,0000173*($F$3/$D$3)^0,75. 
 
Рис. 7.6. Листинг решения задачи расчета высоконапорного пневмотранспорта 
В ячейке А7 введем формулу =ПИ()*B5^2/4 для определения площади 
поперечного сечения трубы. 
В ячейке F7 введем формулу для определения критической скорости акр: 
=(2*E5/(E5+1)*A3*F3)^0.5. 
Затем в ячейке С12 введем стартовое значение приведенной скорости 
λ1 = 0,1. В ячейке В12 вычислим значение скорости w1 в сечении 1: 
=C12*F7. 
В ячейке G12 вычислим газодинамическую функцию π(λ1) по зависимо-
сти (4.182): 
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=(1-($E$5-1)/($E$5+1)*C12*C12)^($E$5/($E$5-1)). 
В ячейке А12 с помощью газодинамической функции π(λ1) вычислим аб-
солютное статическое давление р1 в сечении 1 по следующей формуле: 
=E3*G12. 
В ячейке Е12 с помощью зависимости (4.180) газодинамической функции 
τ(λ1) вычислим термодинамическую температуру Т1 в сечении 1. 
=$F$3*(1-($E$5-1)/($E$5+1)*C12*C12). 
В ячейке D12 вычислим по уравнению состояния плотность воздуха ρ1 в 
сечении 1: 
=A12/A3/E12. 
В ячейке А9 вычислим по уравнению неразрывности (7.32) массовый 
расход воздуха G: 
=B12*D12*A7. 
В ячейке В7 вычислим значение критерия Рейнольдса для трубы по урав-
нению (7.27): 
=4*A9/ПИ()/B5/F5. 
В ячейке Е7 вычислим значение коэффициента сопротивления ζ для тру-
бы по уравнению Блазиуса (4.58): 
=0.3164/(B7^0.25). 
В ячейке D7 вычислим значение приведенной длины χ трубы по уравне-
нию (4.208): 
=2*E5/(E5+1)*E7*A5/B5. 
В ячейке D9 вычислим производительность Gt по твердой фазе:  
=B9*A9. 
В ячейке Е9 вычислим производительность Gt по твердой фазе в т/ч: 
=D9*3,6. 
В ячейке С9 вычислим объемный расход газа Qн, приведенный к нор-
мальным условиям:  
=A9*60/1,292. 
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В ячейках А14 и В14 введем формулы (7.33) и (4.184) для вычисления га-
зодинамических функций φ(λ) и y(λ): 
=1/C12/C12+LN(C12^2) 
и 
=(($E$5+1)/2)^(1/($E$5-1))*C12/(1-($E$5-1)/($E$5+1)*C12*C12). 
В ячейке D14 вычислим значение критерия Архимеда Ar1 в сечении 1: 
=9,81*(2*$C$5*0.000001)^3*D12*($D$5-D12)/$F$5/$F$5. 
В ячейке Е14 вычислим значение критерия Рейнольдса Reв1, в сечении 1 
по зависимости Розенбаума – ьТодеса (5.28): 
=D14/(18+0,61*D14^0,5). 
В ячейке F14 вычислим значение скорости витания wв1 в сечении 1 по 
критерию Рейнольдса: 
=E14*$F$5/2/($C$5*0,000001)/D12. 
В ячейке G14 вычислим значение установившейся относительной скоро-
сти jk1 в сечении 1 по зависимости (7.34): 
=1-F14/B12. 
В ячейке С14 вычислим значение коэффициента сопротивления частицы, 
Сх1, в сечении 1 по критериальному уравнению (5.22): 
=4/3*D14/E14/E14. 
В ячейке F12 вычислим значение коэффициента K1 в сечении 1 по зави-
симости (7.29): 
=3/4*C14/$E$7*(1-G14)^2/G14*D12/$D$5*$B$5/($C$5*0,000001). 
В ячейке В19 вычислим значение газодинамической функции y(λ2) в се-
чении 2 из второго уравнения системы (7.26): 
=B14*A12/A17. 
Поскольку газодинамическая функция y(λ2) представляет собой квадра-
тичное уравнение относительно приведенной скорости, то найдем значение 
(дозвуковой корень) приведенной скорости λ2. Для этого в ячейке G17 вычис-
лим вспомогательный коэффициент А: 
=(($E$5+1)/2)^(1/($E$5-1))*($E$5+1)/($E$5-1)/2/B19. 
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В ячейке С17 вычислим значение приведенной скорости λ2 в сечении 2: 
=-G17+(G17^2+($E$5+1)/($E$5-1))^0,5. 
Затем аналогично вычислим все параметры в сечении 2.  
В ячейке Е17 с помощью зависимости (4.180) газодинамической функции 
τ(λ2) вычислим термодинамическую температуру Т2 в сечении 1: 
=$F$3*(1-($E$5-1)/($E$5+1)*C17*C17). 
В ячейке В17 вычислим значение скорости w2 в сечении 2: 
=C17*F7. 
Поскольку режим движения среды дозвуковой, то абсолютное давление в 
выходном сечении р2 равно давлению снаружи р0, поэтому в ячейке А17 введем 
формулу =B3. 
В ячейке D17 вычислим по уравнению состояния плотность воздуха ρ2 в 
сечении 2: 
=A17/E17/A3. 
В ячейке А19 введем формулу (7.33) для вычисления газодинамической 
функции φ(λ): 
=1/C17/C17+LN(C17^2). 
В ячейке D19 вычислим значение критерия Архимеда Ar2 в сечении 2: 
=9,81*(2*$C$5*0,000001)^3*D17*($D$5-D17)/$F$5/$F$5. 
В ячейке Е19 вычислим значение критерия Рейнольдса Reв2 в сечении 2 
по зависимости Розенбаума – Тодеса (5.28): 
=D19/(18+0,61*D19^0,5). 
В ячейке F19 вычислим значение скорости витания wв2 в сечении 2 по 
критерию Рейнольдса: 
=E19*$F$5/2/($C$5*0.000001)/D17. 
В ячейке G19 вычислим значение установившейся относительной скоро-
сти jk2 в сечении 2 по зависимости (7.34): 
=1-F19/B17. 
В ячейке С19 вычислим значение коэффициента сопротивления частицы 
Сх2 в сечении 2 по критериальному уравнению (5.22): 
  343
=4/3*D19/E19/E19. 
В ячейке F17 вычислим значение коэффициента K2 в сечении 2 по зави-
симости (7.29): 
=3/4*C19/$E$7*(1-G19)^2/G19*D17/$D$5*$B$5/($C$5*0,000001). 
В ячейке С7 вычислим значение коэффициента K по формуле (7.28): 
=(F12+F17)/2. 
В ячейке F9 введем формулу для вычисления невязки между правой и ле-
вой частью первого уравнения системы (7.26): 
=A14-A19-D7*(1+C7*B9). 
Теперь воспользуемся методом Excel Подбор параметра и установим 
следующее задание: 
Установить в ячейке F9 
Значение 0, 
Изменяя значение ячейки $С$12.  
Далее нажмем клавишу OK. 
После этого произойдет поиск и нахождение корня уравнения λ2 и опре-
делятся все искомые параметры. При этом невязка примет нулевое значение 
(рис. 7.6). 
Как следует из представленных результатов, расход сжатого воздуха при 
заданном перепаде давления составит G = 1,17 кг/с. Следует заметить, что в 
данном примере мы рассмотрели упрощенный вариант – горизонтальный уча-
сток без подъема и колен. Кроме того, мы не учитывали потери давления на 
разгон материала. При использовании данного метода расчета высоконапорно-
го пневмотранспорта исходные данные должны быть корректными, в против-
ном случае задача может не иметь решения. Так, например, при заданном дав-
лении в сосуде можно повышать концентрацию материала, изменяя значение 
ячейки В9, однако максимальная концентрация, при которой существует реше-
ние, составляет μ = 21,753 кг/кг. При этом массовый расход газа будет 
G = 0,43 кг/с. Для более высоких концентраций решение не существует и физи-
чески это означает, что не хватает энергии сжатого воздуха.  
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8. ПНЕВМОКЛАССИФИКАЦИЯ 
8.1. Расчет продуктов разделения 
Пневмоклассификация широко применяется для разделения сыпучих ма-
териалов по крупности частиц. На рис. 8.1 представлена схема установки пнев-
моклассификации на базе каскадного гравитационного пневмоклассификатора. 
 
Рис. 8.1. Схема установки пневмоклассификации 
Установка включает в себя каскадный классификатор 1, состоящий из 
трех спаренных сепарационных шахт, установленных над перфорированным 
днищем 2, три циклона 3 типа ЦН-15, бункер 4 мелкого продукта, рукавный 
фильтр 5 для санитарной очистки воздуха, вентилятор 6, задвижки 7 для изме-
нения расхода воздуха, трубы 8 для сброса очищенного воздуха в атмосферу. 
Установка работает следующим образом. Исходный материал питателем пода-
ется в пневмоклассификатор 1, который находится под разрежением. Воздух из 
атмосферы засасывается через перфорированное днище 2 классификатора. 
Мелкие фракции выносятся восходящим потоком через сепарационные шахты 
в циклоны 3, а крупные разгружаются через патрубок, установленный в нижней 
части наклонного перфорированного днища. Благодаря многократной пере-
чистке в секциях аппарата мелкого и крупного продукта разделения достигает-
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Исходный 
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  345
ся высокая эффективность разделения. Мелкий продукт разделения в циклонах 
3 отделяется от воздуха и поступает в бункер 4. Далее воздух проходит сани-
тарную очистку в рукавном фильтре 5 и поступает на всасывающий патрубок 
вентилятора 6 и далее через трубу 8 сбрасывается в атмосферу. Регулировка 
границы разделения осуществляется за счет изменения скорости восходящего 
воздушного потока в классификаторе с помощью задвижки 7.  
Важнейшей характеристикой пневмоклассификаторов является функция 
степени фракционного извлечения. Функция степени фракционного извлечения 
может выражаться в процентах или долях. Степень фракционного извлечения в 
мелкий Фм(xi) продукт представляет собой долю частиц узкого класса крупно-
сти, xi, извлекаемую в мелкий продукт. Графически эта функция изображается в 
виде кривой фракционного разделения (за рубежом часто употребляется термин 
кривая Тромпа) ‒ рис. 8.2. Степень фракционного извлечения в крупный про-
дукт разделения, Фк(xi), представляет собой долю частиц узкого класса крупно-
сти, xi, извлекаемую в крупный продукт. Из материального баланса следует 
 Фм(xi)+Фк(xi) = 100. (8.1) 
Размер частиц, которые извлекаются поровну (на 50 %) в оба продукта 
разделения, называется границей разделения x50.  
 
Рис. 8.2. Кривые фракционного разделения: 
1 – степень фракционного извлечения в мелкий продукт, Фм(xi);  
2 ‒ степень фракционного извлечения в крупный продукт, Фк(xi);  
3 – степень фракционного извлечения для идеального классификатора 
100 
75 
50 
25 
0 x50 x25 x75 х, мкм 
Фм,Фк, % 1 3 2 
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Функция степени фракционного извлечения не зависит от гранулометри-
ческого состава и определяется только эффективностью конструкции класси-
фикатора и границей разделения, на которую он настроен [10,11]. Зная функ-
цию фракционного разделения, можно рассчитать процесс пневмоклассифика-
ции, определить выходы и гранулометрические составы продуктов разделения. 
Есть различные функции и аналитические зависимости, с помощью которых 
можно аппроксимировать функцию степени фракционного извлечения для кон-
кретного классификатора. В настоящей работе мы будем пользоваться функци-
ей Плитта 
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где xi ‒ размер частиц узкого класса крупности, мм;  
x50 – граница разделения, мм;  
р ‒ безразмерный параметр, характеризующий эффективность разделе-
ния.  
Чем круче кривая – тем более эффективен аппарат. На рис. 8.3 приведена 
кривая 3 фракционного разделения для идеального аппарата. Она представляет 
собой единичную функцию. Так, все частицы размером xi менее x50 должны из-
влекаться в мелкий продукт разделения на 100 %. Все частицы размером xi бо-
лее x50 должны извлекаться в мелкий продукт разделения на 0 %. Однако ре-
альные классификаторы имеют S-образные кривые. Есть различные критерии 
эффективности (остроты) сепарации, характеризующие степень приближения 
реальной кривой к единичной функции. Например, показатель эффективности 
разделения Эдера – Майера 
 
25
75100
x
x
E  , (8.3) 
где x75, x25 ‒ размеры частиц, извлекаемых в мелкий продукт разделения соот-
ветственно на 75 и 25 %. 
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Несложно вывести связь параметра p и показателя Эдера – Майера E, ко-
торая выражается зависимостями 
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Если известен гранулометрический состав исходного материала, то, зная 
функцию степени фракционного разделения, можно полностью рассчитать ре-
зультаты процесса пневмоклассификации, т. е. определить выходы крупного и 
мелкого продуктов разделения и их гранулометрические составы. Так, выходы 
мелкого Gm и крупного Gk продукта разделения, выраженные в процентах, 
определятся по зависимостям 
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Из материального баланса также следует, что 
 100 mk GG . (8.7) 
Гранулометрические составы мелкого rm и крупного rk продуктов разде-
ления найдутся по зависимостям 
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где i = 1, 2, 3, …, n;  
n – число узких классов крупности. 
Рассмотрим на конкретном примере задачу расчета продуктов разделения 
и выбора оптимальной границы разделения, обеспечивающей максимальный 
выход готового продукта.  
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Пример 8.1. Расчет продуктов процесса пневмоклассификации.  
Пусть задан гранулометрический состав исходного материала – кварцево-
го песка ‒ по данным ситового анализа. Необходимо рассчитать гранулометри-
ческие составы продуктов разделения, выходы мелкого и крупного продукта, 
при этом подобрать границу разделения x50, обеспечивающую содержание Rk-100 
частиц менее 100 мкм в готовом (крупном) продукте разделения не более 0,5 %. 
Эффективность пневмоклассификатора по показателю Эдера – Майера задать 
Е = 70 %. Введем исходные данные. В ячейку А3 введем значение эффективно-
сти по показателю Эдера – Майера. В ячейку В3 введем формулу (8.4): 
=LN(1/9)/LN(A3/100). 
В ячейку С3 введем стартовое значение 60 мкм границы разделения x50. В 
ячейках А5:А15 введем номера узких классов крупности. В ячейках В5:В15 
введем размеры ячеек сит (рис. 8.3). В ячейку С6 для определения среднего 
размера фракций введем формулу 
=(B6+B5)/2. 
Распространим эту формулу на ячейки С7:С15. В ячейку С5 введем зна-
чение 2000 среднего размера фракции +1600 мкм. В ячейках D5:D15 введем 
частные остатки ri(xi) узких классов крупности (рис. 8.3). 
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Рис. 8.3. Листинг решения задачи расчета продуктов процесса пневмоклассификации  
формовочных песков 
В ячейку Е5 введем следующую формулу для определения степени фрак-
ционного извлечения в крупный продукт: 
=100-100/(1+(C5/$C$3)^$B$3). 
В ячейке D3 вычислим выход крупного продукта по зависимости (8.6). 
Для этого введем формулу 
=СУММПРОИЗВ(D5:D15;E5:E15)/100. 
В ячейке Е3 вычислим выход мелкого продукта по формуле 
=100-D3. 
В ячейку F5 введем формулу (8.9) для вычисления частных остатков 
крупного материала, rk(xi): 
=D5*E5/$D$3. 
Распространим эту формулу на ячейки F6:F15. В ячейку G5 введем фор-
мулу (8.8) для вычисления частных остатков крупного материала rm(xi): 
=D5*(100-E5)/$E$3. 
Распространим эту формулу на ячейки G6:G15.  
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В ячейки D16, F16 и G16 введем формулы для вычисления контрольных 
сумм с целью проверки условий нормировки к 100 %. В ячейку D16 введем 
формулу 
=СУММ(D5:D15). 
Скопируем данную формулу в ячейки F16 и G16. 
В результате получим гранулометрические составы, выходы крупного и 
мелкого продуктов разделения для стартового значения границы разделения 
x50 = 60 мкм. Нам необходимо подобрать такую границу разделения, чтобы со-
держание тонких классов (размером менее 100 мкм) в крупном продукте не 
превышало 0,5 %. 
Для этого ведем в ячейку F3 следующую формулу для определения Rk-100: 
=СУММ(F13:F15). 
Теперь для определения границы разделения воспользуемся методом 
Excel Подбор параметра и установим следующее задание: 
Установить в ячейке F3 
Значение 0.5? 
Изменяя значение ячейки $С$3.  
Далее нажмем клавишу OK. 
После этого произойдет поиск и нахождение границы разделения х50 и 
определятся все искомые параметры (рис. 8.3). 
8.2. Расчет эффективности процесса разделения 
Рассмотрим обратную задачу. Есть гранулометрические составы исход-
ного материала, продуктов разделения, выраженные по результатам ситового 
анализа в частных остатках ri(xi), rk(xi), rm(xi). Кроме этого, известны выходы 
продуктов разделения Gk, Gm. Необходимо оценить критерий эффективности 
разделения классификатора. Существует достаточно большое количество кри-
териев эффективности разделения, которые можно разбить на две группы. К 
первой группе относятся критерии типа Ханкока, которые подробно проанали-
зированы в работах [10, 11]. Вторая группа критериев основана на функции 
фракционного разделения.  
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Первая группа критериев оценивает только результат разделения и зави-
сит от гранулометрического состава. Критерий Ханкока может быть определен 
как для мелкого Eм, так и для крупного продукта разделения Eк по зависимо-
стям 
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где Dм, Dисх – соответственно содержание мелких классов в пробах мелкого 
продукта и исходного материала (проходы через сетки), %;  
Rм, Rисх – соответственно содержание крупных классов в пробах мелкого 
продукта и исходного материала (суммарные остатки на сетках), %;  
Rk, ‒ содержание крупных классов в пробе крупного продукта 
разделения, %;  
Dk, ‒ содержание мелких классов в пробе крупного продукта разделе-
ния, %. 
Из материального баланса по отдельным узким классам следуют соотно-
шения 
 100 )x(D)x(R iисхiисх , (8.12) 
 100 )x(D)x(R imim , (8.13) 
 100 )x(D)x(R ikik . (8.14) 
В работах [10,11] показано, что 
 kм EE  . (8.15) 
По критериям первой группы (типа Ханкока) можно сравнивать различ-
ные аппараты по эффективности только для одинакового гранулометрического 
состава материала. Если гранулометрический состав бимодальный, т. е. в нем 
много мелких и крупных классов, а приграничных классов мало, то даже на ап-
парате с низкой эффективностью разделения можно получить хороший резуль-
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тат по критерию Ханкока. С другой стороны, если зерновой состав имеет со-
средоточенную структуру в области приграничных классов, то эффективность 
разделения по критерию Ханкока может быть низкой даже для аппарата с вы-
сокой остротой разделения.  
Критерии второй группы отражают меру приближения функции фракци-
онного разделения к функции для идеального классификатора, т. е. к единичной 
функции [10, 11]. Есть точечные критерии, которые оценивают меру прибли-
жения к единичной функции по двум отдельным точкам, например, широко 
распространенный критерий Едера – Майера. Есть интегральные критерии, ко-
торые оценивают меру близости к единичной функции по совокупности точек, 
например, площадь Тромпа [10, 11]. Поскольку функция фракционного разде-
ления инвариантна гранулометрическому составу, то вне зависимости от соста-
ва исходного материала критерии данной группы характеризуют остроту разде-
ления конкретного аппарата. Чем круче кривая фракционного извлечения, тем 
более высокой эффективностью обладает пневмоклассификатор.  
Рассмотрим пример расчета эффективности разделения по критерию 
Ханкока и Едера – Майера. 
Пример 8.2. Расчет эффективности разделения. 
Рассмотрим результаты двух опытов по разделению кварцевых песков 
разных гранулометрических составов в одном пневмоклассификаторе, настро-
енном на одну границу разделения.  
По каждому опыту известны гранулометрические составы исходного ма-
териала, продуктов разделения, выраженные по результатам ситового анализа в 
частных остатках ri(xi), rk(xi), rm(xi), и выходы продуктов разделения Gk, Gm. 
Необходимо рассчитать эффективность разделения по критериям Ханкока и 
Едера – Майера для каждого опыта. 
Введем исходные данные. Функцию степени фракционного разделения 
мы будем аппроксимировать двухпараметрической функцией Плитта (3.24) с 
параметрами p, x50, поэтому в ячейку А3 введем стартовое значение параметра 
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p = 5, характеризующего эффективность в аппроксимации Плитта, а в ячейку 
В3 введем стартовое значение границы разделения x50 = 200. 
В ячейки С3 и D3 введем опытные значения выходов разделения в про-
центах: Gk = 60,052 и Gm = 39,948. В ячейках А5:А15 введем номера узких клас-
сов крупности. В ячейках В5:В15 введем размеры ячеек сит (рис. 8.4). В ячейку 
С6 для определения среднего размера фракций введем формулу 
=(B6+B5)/2. 
Распространим эту формулу на ячейки С7:С15. В ячейку С5 введем зна-
чение 2000 для среднего размера фракции +1600 мкм. В ячейках D5:D15 введем 
опытные значения частных остатков узких классов крупности исходного мате-
риала, ri(xi) (рис. 8.4). В ячейках G5:G15 введем опытные значения частных 
остатков узких классов крупности мелкого продукта разделения rм(xi) (рис. 8.4). 
В ячейках I5:I15 введем опытные значения частных остатков узких классов 
крупности крупного продукта разделения, rk(xi) (рис. 8.4).  
В ячейках столбцов E5:E15, H5:H15, J5:J15 вычислим полные остатки. 
Для этого в ячейке E5 введем формулу =D5. 
В ячейке E6 введем формулу =E5+D6. 
Распространим эту формулу на ячейки E6:E15. 
Выделим и скопируем в буфер ячейки E5:E15. Вставим скопированные 
формулы в ячейки H5:H15 и J5:J15. Получим значение полных остатков Ri(xi), 
Rm(xi), Rk(xi).  
Вычислим полные проходы через сита для исходного материала. Для это-
го в ячейку F5 введем формулу =100-E5. 
Распространим эту формулу на ячейки F6:F15. 
В ячейках столбца K5:K15 вычислим экспериментальное значение функ-
ции Фк
э(хi) ‒ степени фракционного извлечения в крупный продукт для узких 
классов крупности. Для этого в ячейку K5 введем формулу =I5*$C$3/D5. 
Распространим эту формулу на ячейки K6:K15. 
  354
 
Рис. 8.4. Листинг решения задачи расчета эффективности разделения для грансостава № 1 
Теперь попробуем аппроксимировать эти экспериментальные значения 
функцией Плитта с параметрами р, х50. Для этого в ячейку L5 введем формулу 
функции Плитта для извлечения в крупный продукт 
=100-100/(1+(C5/$B$3)^$A$3). 
Распространим эту формулу на ячейки L6:L15. 
Решим задачу подбора аппроксимации, т. е. параметров р, х50. Для этого 
воспользуемся встроенным в Excel методом оптимизации Поиск решения. В 
ячейку L16 введем целевую функцию – сумму квадратов отклонений между 
экспериментальными и теоретическими значениями функций Фк
э(хi) и Фк(хi). 
=СУММКВРАЗН(K5:K15;L5:L15). 
Установим курсор в эту ячейку и вызовем метод Поиск решения. В окне 
Установить целевую ячейку необходимо ввести абсолютный адрес $L$16. В 
меню Равной установить метку напротив пункта Минимальное значение. В 
пункте меню Изменяя ячейки ввести адреса ячеек с неизвестными $A$3;$B$3. 
После этого нажать клавишу Выполнить. В рабочем листе таблицы появится 
решение (рис. 8.4). 
Теперь вычислим эффективность по показателю Ханкока. В ячейке K3 
введем формулу (8.10) для вычисления критерия Ханкока по мелкому продукту 
разделения, Em: 
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=(H3/F3-G3/E3)*D3. 
В ячейке L3 введем формулу (8.11) для вычисления критерия Ханкока по 
крупному продукту разделения Ek: 
=(H3/F3-G3/E3)*D3. 
В ячейке Н16 вычислим значение эффективности разделения по показа-
телю Эдера – Майера по аппроксимации по зависимости (8.3). Для этого введем 
формулу  
=100*(1/9)^(1/A3). 
Получим окончательное решение поставленной задачи для грануломет-
рического состава № 1. 
Рассмотрим решение данной задачи для другого гранулометрического со-
става. Для упрощения набора выделим область ячеек А1:L16 и скопируем ее на 
другой лист. Заменим опытные значения частных остатков продуктов разделе-
ния ri(xi), rk(xi), rm(xi) и выходов продуктов разделения Gk, Gm. Для этого в ячей-
ках D5:D15 введем новые опытные значения частных остатков узких классов 
крупности исходного материала, ri(xi) (рис. 8.5). В ячейках G5:G15 введем но-
вые опытные значения частных остатков узких классов крупности мелкого 
продукта разделения, rм(xi) (рис. 8.5). В ячейках I5:I15 введем новые опытные 
значения частных остатков узких классов крупности крупного продукта разде-
ления, rk(xi) (рис. 8.5). В ячейки С3 и D3 введем опытные значения выходов 
разделения в процентах Gk = 46,996 и Gm = 53,004. 
Затем решим задачу аппроксимации, т. е. подбора параметров р, х50. Для 
этого воспользуемся встроенным в Excel методом оптимизации Поиск решения. 
В ячейку L16 введем целевую функцию – сумму квадратов отклонений между 
экспериментальными и теоретическими значениями функций Фк
э(хi) и Фк(хi). 
=СУММКВРАЗН(K5:K15;L5:L15). 
Установим курсор в эту ячейку и вызовем метод Поиск решения. В окне 
Установить целевую ячейку необходимо ввести абсолютный адрес $L$16. В 
меню Равной установить метку напротив пункта Минимальное значение. В 
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пункте меню Изменяя ячейки ввести адреса ячеек с неизвестными $A$3;$B$3. 
После этого нажать клавишу Выполнить.  
На рабочем листе появится окончательное решение (рис. 8.5) для грансо-
става № 2. 
 
Рис. 8.5. Листинг решения задачи расчета эффективности разделения для грансостава № 2 
Сравним полученные результаты для двух гранулометрических составов 
по одной границе разделения. По показателю Эдера – Майера мы получили вне 
зависимости от гранулометрического состава практически одинаковый резуль-
тат. Таким образом, независимо от гранулометрического состава показатель 
Эдера – Майера позволяет оценить эффективность аппарата.  
Показатели Ханкока, как мы видим, сильно различаются. Для благопри-
ятного бимодального состава № 2, когда мало приграничных классов, мы полу-
чили высокое качество разделения 97,91 %. Таким образом, эффективность 
разделения по критерию Ханкока зависит от гранулометрического состава ис-
ходного материала и не может объективно характеризовать остроту разделения 
аппарата. 
8.3. Расчет каскадных классификаторов 
Каскадный принцип создания гравитационных классификаторов подроб-
но рассмотрен в работах [10, 11, 50, 22, 81]. А.В. Говоровым [11,22] предложена 
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зависимость для расчета степени фракционного разделения обыкновенного 
каскада, представляющего колонку, состоящую из отдельных секций (рис. 8.6).  
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z
jz
мФ , (8.16) 
где z – число секций;  
j – номер секции ввода;  
κ – показатель распределения. 
Показатель распределения определяется соотношением 
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1
, (8.17) 
где k(xi) – коэффициент распределения узких классов крупности. 
По физическому смыслу коэффициент распределения представляет собой 
степень фракционного извлечения узких классов крупности в мелкий продукт 
для отдельной секции. Модель обыкновенного каскада (8.16) получена при 
условии, что коэффициент распределения одинаков для всех секций: 
k(xi) = idem.  
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Рис. 8.6. Схема обыкновенного каскадного гравитационного классификатора:  
z – число секций; i – номер секции ввода 
Проведенный в работах [10, 11] анализ показал, что максимальная эффек-
тивность достигается при симметричном вводе материала в центральную сек-
цию, т. е. при 
 
2
1

z
j . (8.18) 
При увеличении числа секций z эффективность разделения по модели 
(8.16) растет. Однако экспериментальные исследования показывают, что при 
увеличении числа секций свыше z = 10 рост эффективности останавливается и 
увеличивать число секций больше 10 не имеет смысла. Объясняется это тем, 
что при увеличении числа секций циркуляционная нагрузка на центральные 
секции растет. При этом вследствие увеличения концентрации материала в цен-
тральных секциях свыше некоторого предела эффективность разделения от-
дельной секции начинает уменьшаться, поэтому область применения указанных 
формул ограничивается z < 8–10. 
Если коэффициент распределения аппроксимировать функцией Плитта, 
то формула (8.16) примет вид 
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Для симметричного ввода материала формула примет вид 
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Из уравнения (8.3) можно получить значение эффективности для обыкно-
венного каскада с симметричным вводом 
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Рассмотрим на конкретном примере влияние числа секций на функцию 
фракционного извлечения и на эффективность для обыкновенного каскада. 
Пример 8.3. Расчет функции фракционного извлечения для обыкновенно-
го каскадного классификатора.  
Необходимо рассчитать функцию фракционного извлечения и эффектив-
ность по показателю Едера – Майера для обыкновенного каскада при числе 
секций z =3, 5, 7, 9. Секцию ввода материала принять симметричной, т. е. соот-
ветственно j = 2, 3, 4, 5. Коэффициент распределения для отдельной секции ап-
проксимировать функцией Плитта с параметрами p = 1,3, x50 = 257 мкм. 
 
p
i
i
x
x
)x(k








50
1
1 . (8.22) 
Введем исходные данные. В ячейку А3 введем значение параметра p=1.3, 
характеризующего эффективность отдельной секции в аппроксимации Плитта, 
а в ячейку В3 введем значение x50 = 257 мкм. 
В ячейки D3, E3, F3, G3, H3 введем число секций соответственно 1, 3, 5, 
7, 9. В ячейках А5:А15 введем номера узких классов крупности. В ячейках 
В5:В15 введем размеры ячеек сит (рис. 8.7).  
  360
 
Рис. 8.7. Листинг расчета обыкновенного каскада 
В ячейку С6 для определения среднего размера фракций введем формулу 
=(B6+B5)/2. 
Распространим эту формулу на ячейки С7:С15. В ячейку С5 введем зна-
чение 2000 среднего размера фракции +1600 мкм. В ячейку D5 введем формулу 
(8.22) для определения коэффициента распределения, k(xi): 
=1/(1+(C5/$B$3)^$A$3). 
Распространим эту формулу на ячейки D6:D15. В ячейку E5 введем фор-
мулу (8.20) для определения функции степени фракционного извлечения в мел-
кий продукт, Фм(xi): 
=(1-($C6/$B$3)^($A$3*(E$2+1)/2))/(1-($C6/$B$3)^($A$3*(E$2+1)))). 
Распространим эту формулу на ячейки Е6:Е15. Скопируем формулы яче-
ек Е6:Е15 в ячейки F6:F15, в ячейки G6:G15 и в ячейки Н6:Н15. 
В ячейку D3 введем формулу (8.21) для определения эффективности раз-
деления по показателю Едера – Майера: 
=100*(1/9)^(2/($A$3*(D$2+1))). 
Распространим эту формулу на ячейки E3:H3 и получим результат реше-
ния поставленной задачи. Построим графики функций фракционного извлече-
ния для обыкновенного каскада при различном числе секций. 
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Рис. 8.8. Функции фракционного извлечения для обыкновенного каскада при различном  
числе секций. Ввод материала симметричный 
Как следует из полученных данных, с ростом числа секций z сначала 
происходит существенное увеличение эффективности разделения. Затем рост 
эффективности замедляется. На практике, как отмечалось выше, после z > 10 
эффективность разделения практически не растет, поэтому число секций обыч-
но не превышает z = 9. 
8.4. Расчет комбинированных каскадных классификаторов 
Эффективность разделения в одном аппарате ограничена, поэтому, если 
есть необходимость в увеличении качества разделения, можно реализовать 
многократную перечистку продуктов разделения и создать каскад аппаратов 
или комбинированный каскадный классификатор (ККК). Взаимосвязь потоков 
из одного аппарата в другой представляют с помощью структурной схемы. В 
качестве первого аппарата выбирается тот, в который подается исходное пита-
ние. 
Из двух аппаратов можно создать четыре комбинированных каскадных 
классификатора. Рабочие структурные схемы комбинированных каскадных 
классификаторов (ККК) из двух аппаратов представлены на рис. 8.9.  
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Рис. 8.9. Структурные схемы комбинированных каскадных классификаторов (ККК) из двух 
аппаратов. И – исходный материал; М – мелкий продукт разделения; К – крупный продукт 
разделения 
Схемы 1 и 2 реализуют последовательную перечистку соответственно 
мелкого и крупного продукта разделения. Схемы 3 и 4 имеют более сложную 
структуру взаимосвязи с рециркуляцией мелкого и крупного продукта. Функ-
ция степени фракционного извлечения в мелкий продукт для первого аппарата 
(элемента каскада) обозначена Ф1 и Ф2 для второго аппарата. Если аппараты 
одинаковы и настроены на одну границу разделения, то и функции фракцион-
ного разделения равны (Ф1 = Ф2 = Ф0).  
В работах [22,81] показано, что из трех аппаратов можно создать 47 рабо-
чих схем ККК, а из четырех число рабочих схем увеличивается до 648. В работе 
[81] предложен матричный метод описания и расчета комбинированных кас-
кадных классификаторов (ККК). Очевидно, что перечистка продукта улучшает 
эффективность разделения, однако далеко не очевидно, какая структура взаи-
мосвязей элементов даст наилучший результат, как должна быть организована 
подача исходного материала (в какие элементы каскада и в каком количестве) и 
по каким границам разделения должен быть настроен каждый элемент каскада.  
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Кратко рассмотрим матричный метод анализа ККК. Поскольку каждый 
элемент каскада имеет только два выхода (крупный и мелкий продукты), то 
удобно использовать матричную форму описания структуры взаимосвязи кас-
када. Структура взаимосвязи элементов комбинированного каскада описывает-
ся квадратной матрицей A размером nn, где n ‒ число элементов каскада.  
Элемент матрицы aij при i  j представляет собой поступление из i-го 
элемента в j-й. Элемент матрицы aij при i = j представляет собой выход из ком-
бинированного каскада. Элементы матрицы должны удовлетворять следующим 
условиям: 
1) элементы матрицы aij при i = j могут принимать одно из следующих че-
тырех значений: 0, 1, Ф0, 1-Ф0;  
2) при i  j элементы матрицы aij могут принимать одно из следующих трех 
значений: 0, Ф0, 1-Ф0.  
Рабочей схемой будем называть ту, которая отвечает условиям: 
1. Элементы матрицы aij могут принимать только указанные выше значения. 
2. Любая колонка (за исключением первой) должна иметь поступления из 
других колонок (в первую колонку поступает исходный материал). Это 
условие записывается следующим образом: 
 


n
i
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1
0  для всех j > 1.  (8.23) 
3. Из каждой колонки обязательно должен быть выход как мелкого, так и 
крупного продуктов. Математически это условие записывается следую-
щим образом: 
 


n
j
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1
1 для всех i. (8.24) 
4. Из комбинированного каскада обязательно должен быть выход как круп-
ного, так и мелкого продукта. Это условие можно записать следующим 
образом: при i = j найдется по крайней мере один элемент aij = 1 либо од-
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новременно по крайней мере один элемент aij = Ф0 и один элемент  
aij = 1-Ф0. 
Матрицы связи для приведенных на рис. 8.9 схем будут иметь следую-
щий вид: 
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На рис. 8.10 приведены схемы трехэлементных комбинированных кас-
кадных классификаторов. На схеме 1 все элементы каскада одинаковы, настро-
ены на одну границу разделения и имеют одинаковую функцию фракционного 
извлечения в мелкий продукт Ф0. Исходный материал подается в первый эле-
мент каскада. На схеме 2 функции фракционного извлечения в мелкий продукт 
разные для каждого элемента каскада: Ф1, Ф2, Ф3. Исходный материал подается 
в первый элемент каскада. На схеме 3 все элементы каскада также имеют оди-
наковые функции фракционного извлечения Ф0 в мелкий продукт. Однако ис-
ходный материал подается в каждый элемент каскада. При этом должно выпол-
няться условие нормировки по исходному питанию 
 1 dcb . (8.25) 
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Рис. 8.10. Структурные схемы трехэлементных  
комбинированных каскадных классификаторов 
Матрицы связи для приведенных на рис. 8.10 схем будут иметь следую-
щий вид: 
схема 1 и схема 3 
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Такая форма представления структуры взаимосвязей позволяет получить 
матричное уравнение взаимосвязи, решив которое можно определить степень 
фракционного разделения для комбинированного каскада Фмкк. Функция Фмкк(х) 
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имеет точно такой же физический смысл, как и функция Фм(х) для любой ко-
лонки или классификатора. Зная зависимость Фмкк(Ф0) или Фмкк(Ф1, Ф2,...), 
можно оптимизировать либо структуру взаимосвязей, либо режимы работы 
элементов каскада для конкретной фиксированной структуры. 
Уравнение взаимосвязи имеет вид 
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где матрица A *T получена из матрицы A путем транспонирования и замены 
всех элементов aii на (–1); r1, r2, r3,..., rn ‒ содержание произвольного класса 
крупности для соответствующей индексу колонки.  
Так, для схемы 1, приведенной на рис. 8.10, матрица A *T будет иметь вид 
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Уравнение связи примет вид 
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Покажем, что уравнение связи представляет собой материальный баланс 
по произвольному фиксированному классу крупности. 
По определению функции степени фракционного извлечения в мелкий и 
крупный продукты для i-го элемента каскада определяются выражениями соот-
ветственно 
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Из условия материального баланса следует: 
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В матричной форме последняя система будет иметь вид 
 








































0
0
1
1
1
1
2
1
321
23212
13121
.
r
.
r
r
...aaa
.....
a...aa
a...aa
nnnn
n
n
. (8.32) 
В данной системе легко узнается матрица A *T . 
Для схемы 2, приведенной на рис. 8.10, уравнение связи будет иметь вид 
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Для схемы 3, приведенной на рис. 8.10, уравнение связи будет иметь вид 
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Уравнение связи позволяет определить функцию связи Фмкк = f(Ф0), кото-
рая представляет собой степень фракционного извлечения в мелкий продукт 
для всего комбинированного каскада. Если известна зависимость Ф0(х) для эле-
мента каскада, то, используя функцию связи Фмкк = f(Ф0), мы получим степень 
фракционного извлечения для ККК Фмкк(х), к которой можно применить любой 
из известных критериев оценки эффективности разделения. Это позволяет про-
вести анализ и выявить наиболее эффективный комбинированный каскад, т. е. 
определить наилучшую структуру взаимосвязей элементов.  
Порядок определения функции связи следующий: 
1. По матрице взаимосвязи A определяют уравнение связи. 
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2. Из уравнения связи находят вектор r(r1, r2, r3, ..., rn). Компоненты вектора 
r1 = f1(Ф0), r2 = f2(Ф0), r3 = f3(Ф0) находятся из решения системы уравнения 
связи. 
3. Функцию связи находят по формуле 
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Из решения системы (8.28) находим вектор r(r1, r2, r3). Компоненты век-
тора найдутся из решения системы 
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Затем находим функцию связи, учитывая, что 1 = 1, 2 = 0, 3 = 0: 
 10 rФФ мкк  . (8.40) 
Таким образом, функция связи для схемы 1, приведенной на рис. 8.10, 
имеет вид 
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Из решения системы (8.33) для схемы 2 находим вектор r(r1, r2, r3). Ком-
поненты вектора найдутся из решения системы 
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Затем находим функцию связи, учитывая, что 1 = 1, 2 = 0, 3 = 0. 
 11rФФ мкк  . (8.45) 
Таким образом, функция связи для схемы 2, приведенной на рис. 8.10, 
имеет вид 
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Из решения системы (8.34) для схемы 3 находим вектор r(r1, r2, r3). Ком-
поненты вектора имеют вид 
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Затем находим функцию связи, учитывая, что 1 = 1, 2 = 0, 3 = 0. 
 10 rФФ мкк  . (8.50) 
Таким образом, функция связи для схемы 3, приведенной на рис. 8.10, 
имеет вид 
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Таким образом, зная функцию связи, можно рассчитать эффективность 
разделения для комбинированного каскадного классификатора (ККК). Рассмот-
рим конкретный пример расчета ККК. 
Пример 8.4. Расчет функции фракционного извлечения и эффективности 
для комбинированного каскадного классификатора.  
Необходимо рассчитать функцию фракционного извлечения и эффектив-
ность по показателю Едера – Майера для комбинированных каскадных класси-
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фикаторов, представленных на схемах 1, 2 (рис. 8.10). Функции фракционного 
разделения для элемента каскада Ф0 аппроксимировать с помощью функции 
Плитта с параметрами x50 = 300 мкм, р = 6,151. Для схемы 2 принять 
x501 = 300 мкм для Ф1, x502 = 330 мкм для Ф2, x502 = 360 мкм для Ф3, 
р1 = р2 = р3 = р = 6,151.  
Введем исходные данные. В ячейку А5 введем значение параметра 
p = 6,151, характеризующего эффективность элемента комбинированного кас-
када. В ячейку С5 введем значение x50 = 300 мкм. В ячейку F5 введем значение 
x502 = 330 мкм. В ячейку G5 введем значение x503 = 360 мкм.  
В ячейку B5 введем формулу =100*(1/9)^(1/$A$5) для определения эф-
фективности разделения по показателю Едера – Майера. 
В ячейки D5 и Н5 введем стартовые значения x50 = 300 мкм для подбора 
аппроксимаций ККК. В ячейки E3 и I3 введем стартовые значения параметра 
p = 6 для подбора аппроксимаций ККК. В ячейки E5 и I5 введем формулы для 
определения эффективности разделения по показателю Едера – Майера для 
ККК соответственно =100*(1/9)^(1/$Е$3) и =100*(1/9)^(1/$I$3). 
В ячейки столбца B7:B17 введем средние размеры узких классов крупно-
сти xi. В ячейку С7 введем формулу =1/(1+(B7/$C$5)^$A$5) для вычисления 
Ф0 – степени фракционного извлечения в мелкий продукт для элемента каскада. 
Распространим эту формулу на ячейки B8:B17.  
В ячейку D7 введем формулу =(C7*(1-C7+C7^2))/(1-C7+C7^3) для вычис-
ления функции связи по зависимости (4.447) ФKKK  для комбинированного кас-
када. 
В ячейку F7 введем формулу для вычисления Ф02 ‒ степени фракционно-
го извлечения в мелкий продукт для второго элемента каскада: 
=1/(1+(B7/$F$5)^$A$5). 
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Рис. 8.11. Листинг расчета комбинированного каскадного классификатора 
В ячейку G7 введем формулу для вычисления Ф03 ‒ степени фракционно-
го извлечения в мелкий продукт для третьего элемента каскада: 
=1/(1+(B7/$G$5)^$A$5). 
Распространим значение ячеек F7:G7 на столбцы до ячеек F17:G17.  
В ячейку Е7 введем формулу для вычисления аппроксимации ФKKK – сте-
пени фракционного извлечения в мелкий продукт для комбинированного кас-
када по схеме 1: 
=1/(1+(B7/$D$5)^$E$3). 
Распространим эту формулу на ячейки Е8:Е17.  
В ячейку Н7 введем формулу для вычисления аппроксимации ФKKK – сте-
пени фракционного извлечения в мелкий продукт для комбинированного кас-
када по схеме 2: 
=(C7*(1-F7+F7*G7))/(1-F7+G7*F7^2). 
Распространим эту формулу на ячейки Н8:Н17.  
В ячейку Е18 введем формулу для вычисления суммы квадратов откло-
нений между функцией связи и функцией аппроксимации ФККК для схемы 1: 
=СУММКВРАЗН(D7:D17;E7:E17). 
В ячейку I18 введем формулу для вычисления суммы квадратов отклоне-
ний между функцией связи и функцией аппроксимации ФККК для схемы 2: 
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=СУММКВРАЗН(H7:H17;I7:I17). 
Теперь с помощью метода Поиск решения решим задачу аппроксимации 
и подберем параметры x50 и p, минимизируя суммы квадратов отклонений. 
Для схемы 1 установим курсор в ячейку Е18 и вызовем метод Поиск ре-
шения. В окне Установить целевую ячейку необходимо ввести абсолютный ад-
рес $Е$18. В меню Равной установить метку напротив пункта Минимальное 
значение. В пункте меню Изменяя ячейки ввести адреса ячеек с неизвестными 
$D$5;$E$3. После этого нажать клавишу Выполнить.  
Для схемы 2 установим курсор в ячейку I18 и вызовем метод Поиск ре-
шения. В окне Установить целевую ячейку необходимо ввести абсолютный ад-
рес $I$18. В меню Равной установить метку напротив пункта Минимальное зна-
чение. В пункте меню Изменяя ячейки ввести адреса ячеек с неизвестными 
$H$5;$I$3. После этого нажать клавишу Выполнить.  
На рабочем листе таблицы появится решение (рис. 8.11). 
Как видим, комбинированный каскад позволяет увеличить эффектив-
ность разделения с E0 = 70 % до EК = 78,3 %. Если каждый элемент каскада 
настроен на разные границы разделения, как в нашем случае, то прирост эф-
фективности меньше EК = 74,8 %. Однако это не всегда так. Существуют схемы, 
когда для достижения максимальной эффективности необходимо, чтобы каж-
дый элемент каскада был настроен на свою оптимальную границу разделения. 
На рис. 8.12 приведены графики функций фракционного разделения для 
элемента каскада и комбинированных каскадов. 
  373
 
Рис. 8.12. Функции фракционного извлечения для элемента каскада Ф0 и комбинированных 
каскадных классификаторов ФККК1, ФККК1 
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9 ПРОЦЕССЫ ИЗМЕЛЬЧЕНИЯ ТВЕРДЫХ МАТЕРИАЛОВ 
9.1. Экспериментальное определение удельных затрат энергии на по-
мол сыпучего материала 
Рассмотрим один из существующих экспериментальных методов опреде-
ления затрат энергии на помол сыпучего материала. Данный способ позволяет 
оценить затраты энергии в зависимости от требуемой тонкости помола, которая 
задается в виде удельной поверхности, либо остатка на контрольном сите. Су-
ществует показатель для оценки способности материалов к измельчаемости ‒ 
коэффициент размолоспособности ‒ отношение удельного расхода энергии 
при измельчении эталонного материала к удельному расходу сопоставляемого с 
ним материала при одинаковой степени измельчения. На основании опытов, 
проведенных Гипроцементом, предложена шкала размолоспособности 
(см. табл. 9.1).  
По данной шкале за единицу принят клинкер средней размолоспособно-
сти. Измельчение ведется в специальной стандартизированной лабораторной 
шаровой мельнице. Данный показатель полезен при пересчете затрат энергии и 
производительности в случае измельчения другого материала. Кроме методики 
Гипроцемента, применяются методика Механобра для определения размалыва-
емости руд, методики ЦКТИ и ВТИ для определения размалываемости уг-
лей [6]. 
Рассмотрим конкретный пример по определению удельных затрат энер-
гии при измельчении клинкера. Были проведены испытания по определению 
размолоспособности цементного клинкера на ОАО «Горнозаводскцемент». Из-
мельчение проводилось на стандартизированной лабораторной мельнице.  
Пример 9.1. Определение удельных затрат энергии при измельчении 
клинкера. 
В стандартизированную лабораторную шаровую мельницу засыпается 
навеска материала G = 10 кг. Мельница имеет скорость вращения 
nм = 48 об./мин., а потребляемая мощность двигателя Nм = 0,28 кВт. Включалась 
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мельница и производился помол клинкера. По счетчику измерялось число обо-
ротов мельницы за интервал времени. Через определенное число оборотов ni 
(интервалы времени) отбирались пробы и измерялся остаток R80 на сетке 
80 мкм в процентах и удельная поверхность Sy в см
2/г. Необходимо определить 
зависимость удельных затрат энергии от тонкости помола по остатку R80 на 
сетке 80 мкм в процентах и удельной поверхности Sy в см
2/г. 
Таблица 9.1 
Значение коэффициента размолоспособности 
Наименование материала Коэффициент 
размолоспособности, kр 
Клинкеры вращающихся печей 
средний 
повышенный 
пониженный 
 
1,0 
1,1 
0,8‒0,9 
Песок (кварцевый) 0,6‒0,7 
Глина сухая 1,51‒2,03 
Полевой шпат 0,8‒0,9 
Известь 1,64 
Магнезит 0,69‒0,99 
Тальк 1,04‒2,02 
Каменный уголь 0,7‒1,34 
Известняки 
средний 
повышенный 
пониженный 
 
1,0 
1,1 
0,8‒0,9 
Интервал времени ti, мин., для отбора проб можно определить 
по формуле 
 
м
i
i n
n
t  . (9.1) 
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Производительность мельницы Gi, кг/ч, для соответствующего интервала 
времени можно определить по зависимости 
 60
i
i t
G
G  . (9.2) 
Удельные затраты энергии Nyi, кВт·ч/т, на помол клинкера можно рассчи-
тать по формуле 
 1000
i
iy G
Nм
N  . (9.3) 
Введем исходные данные. В ячейку А4 (рис. 9.1) введем значение скоро-
сти вращения лабораторной мельницы nм = 48 об./мин., в ячейку В4 – значение 
навески материала G = 10 кг. В ячейку С4 введем значение потребляемой мощ-
ности двигателя лабораторной мельницы Nм = 0,28 кВт. В столбец А, в ячейки 
А6:А13, введем количество оборотов ni мельницы до остановки для отбора 
пробы. Оно определялось по счетчику. В столбец Е, в ячейки Е6:Е13, введем зна-
чения остатков R80 на сетке 80 мкм в процентах, которые определялись из ситового 
анализа проб после каждой остановки мельницы. В столбец F, в ячейки F6:F132, 
введем значение удельной поверхности Sy, определенную для каждой пробы. 
В ячейку B5 введем формулу =A6/$A$4 для определения времени t отбо-
ра пробы. 
В ячейку С5 введем формулу =$B$4/B6*60 для вычисления производи-
тельности мельницы G. 
В ячейку D5 введем формулу =$C$4/C6*1000 для вычисления удельных 
затрат энергии Ny. 
Распространим формулы ячеек B6:D6 вниз до строки 13 до ячеек 
B13:D13. Получим решение поставленной задачи (рис. 9.1).  
Построим графики зависимости удельных затрат энергии Ny от остатка 
R80 и удельной поверхности Sy. Подберем аппроксимации этих зависимостей с 
помощью тренда (рис. 9.2, 9.3, 9.4). 
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Рис. 9.1. Листинг определения удельных затрат энергии при измельчении клинкера 
Мы получили зависимость размолоспособности цементного клинкера. 
Полученные зависимости позволяют определить затраты энергии при помоле 
клинкера до необходимой тонкости. Так, если нужно получить цемент с удель-
ной поверхностью Sy = 3500 cм
2/г, то необходимые удельные затраты энергии 
составят Ny = 38 кВт·ч/т. Эти данные хорошо согласуются с данными, получен-
ными на промышленных мельницах. Так, затраты энергии на помол цементного 
клинкера на ОАО «Горнозаводскцемент» в промышленной шаровой мельнице 
Ø4,0×13,5 м составляют 37‒38 кВт·ч/т. Кроме этого, можно определить удель-
ные затраты на помол других материалов, представленных в табл. 9.1. Для это-
го затраты энергии на размол клинкера необходимо поделить на коэффициент 
размолоспособности для данного материала. 
Так, например, при измельчении кварцевого песка до остатка на сетке 
80 мкм на 2,25 % удельные затраты на помол в шаровой мельнице составят 
Ny песка = Nу/kр = 48,61/0,65 = 74,79 кВт·ч/т. Затраты энергии увеличились. 
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Рис. 9.2. Зависимость остатка на контрольной сетке 80 мкм от удельных затрат энергии 
Если затраты энергии оставить неизменными, то, соответственно, произ-
водительность уменьшится. Полученная зависимость удельной поверхности от 
остатка на сетке 80 мкм позволяет прогнозировать удельную поверхность по 
данным ситового анализа (рис. 9.4). 
 
Рис. 9.3. Зависимость удельной поверхности от удельных затрат энергии 
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Рис. 9.4. Зависимость удельной поверхности от остатка на сетке 80 мкм 
Данный подход к оценке затрат следует рассматривать как один из воз-
можных, так как процесс измельчения очень сложный и зависит от большого 
числа факторов. 
9.2. Определение мощности привода шаровой мельницы 
Трубные шаровые мельницы широко применяются в цементной, горно-
рудной и других отраслях промышленности. Существует большое число фор-
мул для определения мощности привода шаровых мельниц. Мощность, потреб-
ляемая двигателем, расходуется на создание кинетической энергии мелющих 
тел (полезная мощность), на преодоление потерь энергии при вращении бара-
бана (мощность холостого хода, без мелющих тел), на потери мощности в под-
шипниках цапф, в приводе (редукторе и зубчатой передаче) и в самом электро-
двигателе [24]. Главная составляющая ‒ это полезная мощность Nп.  
Полезная мощность зависит от конструктивных и режимных параметров 
трубной мельницы: от диаметра D и длины L мельницы, числа оборотов n, мас-
сы мелющих тел G, коэффициента брони kб и коэффициента сцепления брони 
kсц. Число оборотов и диаметр определяют режим движения шаров и характери-
Sy = -798.31Ln(R 80 ) + 4413.6
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зуются относительной скоростью Ψ. Относительная скорость вращения опреде-
ляется зависимостью 
 
крn
n
 , (9.4) 
где n – рабочая частота вращения, об/мин; nкр – критическая частота вращения, 
об./мин. 
Критическая частота вращения определяется по зависимости 
 
D
,
nкр
342
 , (9.5) 
где D – диаметр мельницы в свету, м. 
Оптимальную частоту вращения nо рекомендуют определять [14] по зави-
симости  
 
D
no
32
 . (9.6) 
Масса мелющих тел G, т, зависит от степени заполнения φ и насыпной 
плотности ρн, т/м
3, мелющих тел и определяется по зависимости  
 нL
D
G 


4
2
. (9.7) 
Степень заполнения обычно выбирается в пределах φ = 0,26‒0,32. В це-
ментной промышленности рекомендуют φ = 0,3. 
Рассмотрим и сравним между собой наиболее распространенные зависи-
мости для определения мощности. Если задать конкретное значение φ, ψ, n, то 
большинство известных зависимостей для определения мощности можно све-
сти к виду 
 DKGN  , (9.8) 
где N ‒ потребляемая мощность, кВт; G – масса мелющих тел, т; D – диаметр 
барабана в свету, м; K ‒ коэффициент. 
Эмпирическая формула Бланка [24] для расчета потребляемой мощности 
при оптимальных оборотах цементной мельницы имеет вид 
 DсG,N 73550 , (9.9) 
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где c – коэффициент, зависящий от типа мелющих тел и степени заполнения; 
0,7355 ‒ переводной коэффициент из л.с. в кВт. 
Для стальных мелющих тел при φ = 0,3 значение c = 9,53.  
Таким образом, формула Бланка (9.9) примет вид 
 DG,N 0097 . (9.10) 
Формула Сапожникова М.Я. [64] имеет вид 
 GRn,N 4620 . (9.11) 
Если принять число оборотов оптимальным по зависимости (9.6), то 
формула М.Я. Сапожникова примет вид 
 DG,N 3927 . (9.12) 
Формула З.Б. Канторовича имеет вид 
     64 1751195073550 k.kDG,,N 

 . (9.13) 
После подстановки φ = 0,3 и выбора коэффициента k для принятой 
З.Б. Канторовичем [64] оптимальной относительной скорости ψ = 0,758 форму-
ла (9.13) примет вид  
 DG,N 3107 . (9.14) 
Формула С.Е. Андреева имеет вид 
    


 

 6642 1
3
4
1
4
9
463 kkD
G
Ц,N , (9.15) 
где Ц – число циклоциркуляционной нагрузки, которое вычисляется по форму-
ле З.Б. Кантаровича 
 



21 k
Ц . (9.16) 
Если задать в формуле (9.15) значение коэффициентов φ = 0,3, ψ = 0,758, 
k = 7,07, Ц = 1,66, то формула С.Е. Андреева примет вид 
 DG,N 586 . (9.17) 
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Формула В.В. Товарова имеет вид 
 
70
556
.
V
G
DV,N 




 ,  (9.18) 
где V – рабочий объем мельницы, м3. 
Рассмотрим конкретный пример, рассчитаем и сравним полезную мощ-
ность для типового ряда цементных мельниц. 
Пример 9.2. Расчет мощности привода трубных мельниц. 
Необходимо рассчитать по вышеприведенным зависимостям и сравнить 
полезную мощность для типового ряда цементных мельниц. 
Введем исходные данные. В ячейки В2, С2, D2, E2, F2, G2 введем типо-
размеры цементных мельниц (рис. 9.5). В ячейки В3, С3, D3, E3, F3, G3 введем 
значение диаметра в свету. В ячейки В4, С4, D4, E4, F4, G4 введем значение ра-
бочей длины барабана мельницы. В ячейке В5 вычислим рабочий объем мель-
ницы. Для этого введем в ячейку В5 формулу 
=ПИ()*B3^2/4*B4. 
Скопируем формулу в ячейки С5, D5, E5, F5, G5. В ячейки В6, С6, D6, E6, 
F6, G6 введем массу загрузки мелющих тел. В ячейки В7, С7, D7, E7, F7, G7 
введем число оборотов барабана. В ячейки В8, С8, D8, E8, F8, G8 введем сред-
нее значение производительности при размоле клинкера в открытом цикле. 
 
Рис. 9.5. Листинг определения мощности трубной шаровой мельницы 
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В ячейки В15, С15, D15, E15, F15, G15 введем значение установленной 
мощности двигателя, в ячейку В10 – формулу (9.12) для вычисления полезной 
мощности по зависимости М.Я. Сапожникова 
=7,392*B6*(B3)^0,5. 
В ячейку В11 введем формулу (9.14) для вычисления полезной мощности 
по зависимости З.Б. Канторовича 
=7,31*B6*(B3)^0,5. 
В ячейку В12 введем формулу (9.10) для вычисления полезной мощности 
по зависимости Бланка. 
=7,009*B6*(B3)^0,5. 
В ячейку В13 введем формулу (9.17) для вычисления полезной мощности 
по зависимости С.Е. Андреева 
=6,58*B6*(B3)^0,5. 
В ячейку В14 введем формулу (9.18) для вычисления полезной мощности 
по зависимости В.В. Товарова 
=6,55*B5*(B3)^0,5*(B6/B5)^0,7. 
Скопируем формулы ячеек В10:В14 до ячеек G10:G14 и получим реше-
ние задачи (рис. 9.5). 
Как следует из представленных данных, наибольшее значение полезной 
мощности дает формула М.Я. Сапожникова, а наименьшее – В.В. Товарова. 
Эмпирическая формула Бланка занимает промежуточное значение. Кроме это-
го, все формулы дают меньшее значение, чем установленная мощность, по-
скольку, как отмечалось выше, мощность расходуется на подъем материала, на 
холостой ход, на преодоление сил трения в подшипниках и на преодоление по-
терь в приводе. Кроме этого, при выборе мощности двигателя учитывается ко-
эффициент запаса. 
9.3. Открытый цикл измельчения в струйной мельнице 
В работе [81] предложен матричный метод расчета циклов измельчения в 
струйной мельнице. Однако такой метод расчета можно применять к другим 
типам мельниц. Открытый цикл в струйной мельнице представляет собой про-
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цесс измельчения за один удар (за один цикл измельчения). Имея метод расчета 
процесса измельчения за один цикл, можно будет рассчитать процесс измель-
чения за n последовательных ударов. Или, если известны требования к грану-
лометрическому составу готового продукта, можно рассчитать необходимое 
число циклов измельчения.  
Рассмотрим предложенную в работах [77, 81, 86, 88] математическую мо-
дель процесса измельчения за однократный удар в струйной мельнице. Как ра-
нее было предложено, гранулометрический состав измельчаемого материала 
мы будем описывать с помощью понятия арифметического вектора r. Арифме-
тический вектор представляет собой упорядоченный набор элементов. Компо-
ненты вектора {r1, r2, r3, ..., ri, ..., rn} будут интерпретироваться как частные 
остатки узких классов крупности. Тогда сам процесс измельчения есть преобра-
зование одного вектора (исходного материала) в другой вектор (готового про-
дукта). Такое преобразование удобно описать матричным уравнением. Таким 
образом, процесс измельчения в мельнице будем описывать матричным урав-
нением 
 rrΑ  z , (9.19) 
где rz, r ‒ векторы гранулометрического состава соответственно материала, по-
ступающего на измельчение, и продукта измельчения;  
A ‒ матрица разрушения.  
Коэффициенты матрицы aij представляют собой долю j-го класса, пере-
шедшую в i-й класс (i-строка, j-столбец). Поскольку частицы при измельчении 
могут перейти только в более мелкий класс, то должно выполняться условие 
aij = 0 для j < i, а матрица A должна быть верхней треугольной матрицей. Урав-
нение (9.19) можно записать в развернутом виде: 
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Коэффициенты матрицы aij = 0 определялись экспериментально следую-
щим образом. Путем рассева на ситах выделялись узкие классы крупности ча-
стиц. Затем каждый исходный j-й узкий класс крупности измельчался в струй-
ной мельнице одним ударом. При этом часть частиц не измельчалась, а часть 
измельчалась и переходила в более мелкие i-е классы (i < j). Затем проводился 
ситовой анализ измельченного продукта. Частные остатки, определенные в ре-
зультате анализа и выраженные в долях единицы, и есть коэффициенты j-го 
столбца матрицы А. Таким образом, коэффициенты j-го столбца матрицы aij 
представляют долю перехода j-го класса в i-й, более мелкий класс. Аналогич-
ный подход к моделированию процесса измельчения известен: например, мож-
но привести работу [45].  
В результате экспериментов было установлено, что матрица А инвари-
антна гранулометрическому составу исходного материала. Это означает, что 
коэффициенты матрицы не зависят от содержания узких классов крупности в 
исходном составе. Они определяются для данной мельницы видом материала и 
режимом работы измельчителя. Опытным путем были определены коэффици-
енты матрицы разрушения кварцевого песка А для противоточной струйной 
мельницы, работающей в следующем режиме: скорость воздушного потока на 
срезе разгонных трубок w = 110 м/с, расходная концентрация материала 
  = 2 кг/м3, внутренний диаметр разгонных трубок D = 19 мм, длина трубок 
L = 400 мм, расстояние между торцами трубок Н = 40 мм. Экспериментальная 
матрица разрушения кварцевого песка приведена в табл. 9.2.  
Рассмотрим пример расчета измельчения кварцевого песка в струйной 
мельнице в открытом цикле с помощью экспериментальной матрицы разруше-
ния.  
Таблица 9.2 
Значение коэффициентов матрицы разрушения кварцевого песка  
в противоточной струйной мельнице 
Классы, 0  50 63 100 160 200 315 400 630 
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мкм ‒ 50 ‒ 63 ‒100 ‒160 ‒200 ‒315 ‒ 400 ‒ 630 ‒1000 
0‒50 1,00 0,570 0,335 0,183 0,118 0,060 0,060 0,025 0,023 
50‒63 0 0,430 0,157 0,197 0,033 0,031 0,025 0,010 0,009 
63‒100 0 0 0,508 0,197 0,235 0,096 0,067 0,044 0,038 
100‒160 0 0 0 0,423 0,267 0,182 0,109 0,057 0,035 
160‒200 0 0 0 0 0,347 0,164 0,101 0,063 0,049 
200‒315 0 0 0 0 0 0,467 0,396 0,171 0,125 
315‒400 0 0 0 0 0 0 0,242 0,226 0,120 
400‒630 0 0 0 0 0 0 0 0,404 0,330 
630‒1000 0 0 0 0 0 0 0 0 0,271 
Пример 9.3. Расчет процесса измельчения в открытом цикле струйной 
мельницы. 
Необходимо с помощью экспериментальной матрицы разрушения рас-
считать гранулометрические составы продуктов измельчения после 
1, 2, 3, …, 10 ударов измельчения. Гранулометрический состав исходного песка 
считать известным и задать. 
Введем исходные данные. В ячейки А4:А12 введем размеры узких клас-
сов крупности частиц, для которых определялась матрица разрушения. В ячей-
ках А3:J3 введем средние размеры узких классов крупности частиц. В ячейки 
B4:J12 введем коэффициенты матрицы разрушения. Для удобства выделим об-
ласть ячеек B4:J12, соответствующую матрице разрушения, и присвоим ей имя 
Ma. В ячейки К4:К12 введем вектор гранулометрического состава исходного 
материала rzi в виде частных остатков на соответствующих сетках (рис. 9.6). 
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Рис. 9.6. Листинг расчета процесса измельчения в открытом цикле в струйной мельнице 
В ячейки А16:А24 скопируем размеры узких классов крупности. В ячейки 
А14:J14 введем номера ударов (циклов) измельчения. 
Выделим столбец В16:В24 и в ячейку В16 введем формулу умножения 
матрицы разрушения Ma на столбец вектора rzi гранулометрического состава 
исходного материала. 
=МУМНОЖ(Ma;K4:K12). 
Установим указатель мыши в строку формул и нажмем левую кнопку 
мыши. Теперь нажмем одновременно три клавиши Ctrl, Shift, Enter. В выделен-
ной области В16:В24 появится вектор гранулометрического состава r1i после 
первого цикла измельчения. Данный состав будет исходным для следующего 
цикла (удара). 
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Выделим столбец С16:С24 и в ячейку С16 введем формулу 
=МУМНОЖ(Ma;В16:В24) умножения матрицы разрушения Ma на столбец век-
тора r1i гранулометрического состава исходного материала для второго цикла. 
Установим указатель мыши в строку формул и нажмем левую кнопку 
мыши. Теперь нажмем одновременно три клавиши Ctrl, Shift, Enter. В выделен-
ной области С16:С24 появится вектор гранулометрического состава r2i после 
второго цикла измельчения. Данный состав будет исходным для следующего 
цикла (рис. 9.6). 
Выделим столбец С16:С24. Скопируем его и распространим формулы 
вправо до столбца К16:К24. Для этого выделим область С16:К24 и одновремен-
но нажмем клавиши Ctrl, R. В таблице появится окончательное решение 
(рис. 9.6). В столбцах D16:D24 - К16:К24 будут векторы гранулометрического 
состава после соответствующего числа циклов измельчения. 
Таким образом, зная матрицу разрушения для данного материала в кон-
кретной мельнице, можно определить необходимое число циклов разрушения 
до достижения необходимого гранулометрического состава материала. Так, 
например, в рассмотренном случае, чтобы получить готовый продукт, содер-
жащий более 80 % частиц размером менее 50 мкм, необходимо 7 циклов (уда-
ров) измельчения. 
9.4. Замкнутый цикл измельчения в струйной мельнице 
Большое распространение в промышленности получил замкнутый цикл 
измельчения, при котором мельница работает совместно с классификатором. 
Настроенный на определенную границу разделения, классификатор выделяет 
готовый тонкий продукт, а крупные частицы возвращает на домол в мельницу. 
Работа мельниц в замкнутом цикле имеет ряд преимуществ по сравнению с от-
крытым циклом. Перечислим главные: простота и гибкость управления грану-
лометрическим составом готового продукта; отсутствие переизмельчения ча-
стиц; более высокая эффективность измельчения, связанная с отсутствием в 
зоне измельчения пылевых частиц, которые демпфируют процесс помола. На 
рис. 9.7 представлена схема установки измельчения в замкнутом цикле. Уста-
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новка включает в себя мельницу и классификатор. На схеме обозначены потоки 
измельчаемого материала, параметры которых имеют следующее обозначение:  
rs, rm, rk ‒ векторы гранулометрического состава соответствен-но исход-
ного материала, мелкого и крупного продуктов разделения; 
rz, r ‒ векторы гранулометрического состава материала, соответственно 
поступающего на вход мельницы и классификатора; 
qn ‒ поток массы материала.  
Исходный поток (питание) и выходной поток приняты за единицу: qn = 1. 
Поток, поступающий из классификатора на возврат в мельницу, обозначен 
как k. 
При этом нагрузка по массе на классификатор и мельницу составит (1+k) 
единиц от исходного питания. 
 
A rz=r Фk 
rs 
rm 
rk 
 qn=1 
rz r 
Мельница Классификатор 
rk 
qn=1+k 
qn=1 
 
Рис. 9.7. Схема замкнутого цикла измельчения 
Функцию степени фракционного извлечения в крупный продукт разделе-
ния будем аппроксимировать зависимостью 
    
 50
50
xx j
p
1
xx j
p
x j

 , (9.21) 
где xj ‒ средний размер j-го класса крупности;  
x50 ‒ размер граничного зерна;  
p ‒ параметр эффективности разделения.  
Выход мелкого и крупного продуктов классификации определяется по 
формулам 
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 )k/(m  1100  и )k/(kk  1100 . (9.22) 
Выход крупного и мелкого продуктов разделения можно также опреде-
лить по известным зависимостям  
 
.
,rФ
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n
i
ikik

 

100
1  (9.23) 
Процесс измельчения в мельнице будем описывать матричным уравнени-
ем 
 rrΑ  z , (9.24) 
где rz, r ‒ векторы гранулометрического состава соответственно материала, по-
ступающего на измельчение, и продукта измельчения. Гранулометрический со-
став материала (частные остатки j-го класса крупности), поступающего на из-
мельчение, можно определить зависимостью 
 
k
krr
r kjsjzj 


1
. (9.25) 
Выражая k через γ
k
, получим 
 kj
k
sj
k
zj rrr 100100
100 


 . (9.26) 
Гранулометрический состав крупного продукта разделения определяется 
по зависимости 
 
k
j
kjkj
r
Фr

 100 . (9.27) 
С учетом этого гранулометрический состав материала, поступающего на 
измельчение, можно определить: 
 jkjksjzj rФ/)(rr   100100 .  (9.28) 
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Система уравнений (9.24) примет вид 
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После преобразования система примет вид 
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где 
 sj
n
j
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, 
100
i
i
b
c  . (9.31) 
Коэффициенты Фkj, aij, bi известны и постоянны для фиксированного 
режима. Используя полученную систему, можно при задании вектора rs исход-
ного гранулометрического состава рассчитать гранулометрический состав про-
дукта, выходящего из мельницы, т. е. вектор r. Затем по зависимости 
 
 
m
ikj
mj
rФ
r



1100
 (9.32) 
можно определить гранулометрический состав готового продукта, т. е. вектор 
r
m
. Здесь Фkj определяется по зависимости (9.21), а γm по зависимости (9.23). 
Кроме того, можно определить все массовые потоки в долях от исходного пи-
тания, принятого за единицу. 
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Нагрузка на мельницу и классификатор будет определяться по формуле 
 kqn 1 . (9.34) 
Затем по зависимостям (9.26) и (9.32) определяют гранулометрические 
составы продукта, поступающего на измельчение, и крупного продукта, выхо-
дящего из классификатора. 
Таким образом, математическая модель позволяет определить нагрузку 
по массе на мельницу и классификатор, а также определить гранулометриче-
ские составы всех потоков и готового продукта. Кроме того, можно определить 
оптимальную настройку x50 границы разделения классификатора, определить 
необходимую эффективность разделения p. Рассмотрим пример расчета за-
мкнутого цикла измельчения. 
Пример 9.4. Расчет процесса измельчения в замкнутом цикле в струйной 
мельнице. 
Были проведены исследования по измельчению узких классов графита в 
струйной мельнице. В результате экспериментально определена матрица А раз-
рушения при ударе в плоскую преграду при избыточном давлении торможения 
перед соплом Pt = 3 атм. Диаметр сопла 5 мм, диаметр разгонной трубки 12 мм, 
длина разгонной трубки 300 мм. Необходимо рассчитать замкнутый цикл из-
мельчения в струйной мельнице, если пневмоклассификатор настроен на гра-
ницу разделения x50 = 30 мкм, параметр эффективности разделения в аппрокси-
мации Плитта составляет p = 5. Необходимо определить гранулометрический 
состав готового продукта и циркуляционную нагрузку на мельницу и класси-
фикатор. 
В ячейки B4:M15 введем коэффициенты матрицы А разрушения. В ячей-
ки A4:A15 и ячейки B3:M3 и А19:А30 введем средний размер частиц узких 
классов крупности, для которых определялись коэффициенты матрицы разру-
шения. В ячейки А17, В17 введем значения параметров x50 = 30 и p = 5. В ячей-
ки С19:С30 введем гранулометрический состав исходного материала.  
Для того чтобы не загромождать промежуточными расчетами Лист1, ско-
пируем матрицу разрушения на вспомогательный Лист2 и проведем все расче-
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ты в нем, а результаты передадим в ячейки C17:F17 и D19:I30. Передадим гра-
нулометрический состав на Лист2. Для этого на Лист2 в ячейку N21 введем 
формулу =Лист1!C19.  
 
Рис. 9.8. Расчет замкнутого цикла измельчения. Лист1 расчета 
Распространим эту формулу вниз до ячейки N32. В ячейки А18, В18 вве-
дем значения параметров x50 и p. 
=Лист1!A17 и =Лист1!B17. 
На Лист2 в ячейку О21 введем формулу (9.21) для вычисления степени 
фракционного извлечения в крупный продукт 
=(A21/$A$18)^$B$18/(1+(A21/$A$18)^$B$18) 
  394
и распространим ее до ячейки О32. Введем эти же формулы в ячейки B16:M16. 
Таким образом, в них также появятся значения степени фракционного извлече-
ния в крупный продукт. На Лист2 в ячейки P21:P32 введем формулу (9.31) для 
вычисления коэффициентов bi системы (5.30): 
=МУМНОЖ(B4:M15;N21:N32). 
 
Рис. 9.9. Расчет замкнутого цикла измельчения. Лист2 
В ячейку Q21 введем формулу (9.31) для вычисления коэффициентов ci 
системы (5.30) =P21/100. 
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Распространим ее вниз до ячейки Q32 (рис. 9.9). 
Затем построим вспомогательную матрицу, коэффициенты as которой со-
ответствуют коэффициентам системы (9.30):  
asij=Фki(ci-aij) при i≠j и asij=Фki(ci-aij)+1 при i=j. 
Для этого сначала в ячейку B21 введем формулу =B$16*($Q21-B4) и рас-
пространим ее вниз до ячейки B32. Скопируем столбец B21:B32 и распростра-
ним его вправо до столбца M21:М32 включительно. Затем поправим формулы 
диагональных элементов, прибавив 1. Так, например, в ячейке В21 будет окон-
чательно записано 
=B$16*($Q21-B4)+1. 
Таким образом в таблице появится вспомогательная матрица (рис. 9.9). 
На Лист2 выделим область ячеек В35:М46 и в ячейке В35 запишем фор-
мулу нахождения обратной матрицы 
=МОБР(B21:M32). 
Нажмем клавишу Enter и получим обратную матрицу. Выделим область 
ячеек N21:N46 и в ячейку N21 введем формулу 
=МУМНОЖ(B35:M46;P21:P32). 
После ее выполнения в ячейках N21:N46 появится решение системы 
(9.10) ‒ гранулометрический состав продукта, поступающего в классификатор 
ri. В ячейку C18 введем формулу (9.23) для вычисления выхода крупного про-
дукта разделения: 
=СУММПРОИЗВ(O21:O32;N35:N46). 
В ячейку D18 введем формулу (9.23) для вычисления выхода мелкого 
продукта разделения: 
=100-C18. 
В ячейку P35 введем формулу (9.32) для вычисления гранулометрическо-
го состава готового продукта rm (мелкого продукта разделения): 
=100*N35*(1-O21)/$D$18. 
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Распространим ее вниз до ячейки P46 и получим гранулометрический со-
став готового продукта rm. В ячейку Q35 введем формулу (9.27) для вычисле-
ния гранулометрического состава rk крупного продукта разделения: 
=100*O21*N35/$C$18. 
Распространим ее вниз до ячейки Q46. В ячейку E18 введем формулу 
(9.33) для определения параметра k кратности циркуляции: 
=C18/(100-C18). 
В ячейку F18 введем формулу (9.34) для вычисления циркуляционной 
нагрузки qn. 
=1+E18. 
В ячейку О35 введем формулу (9.25) для определения гранулометриче-
ского состава rzj, поступающего в мельницу. 
=(N21+Q35*$E$18)/(1+$E$18). 
Распространим ее вниз до ячейки О46. Таким образом, в ячейках N35:Q46 
получатся гранулометрические составы продуктов разделения (рис. 9.9). 
Передадим результаты на Лист1. В ячейки C17:F17 введем следующие 
формулы: 
=Лист2!C18; =Лист2!D18; =Лист2!E18; =Лист2!F18. 
В ячейки D19:G19 введем формулы:  
=Лист2!N35; =Лист2!O35; =Лист2!Q35; =Лист2!P35. 
Распространим введенные формулы до ячеек D30:G30 и получим составы 
всех продуктов. В ячейку B19 для определения степени фракционного разделе-
ния мелкого (готового) продукта введем формулу =1-Лист2!O21. 
Распространим эту формулу вниз до ячейки В30. В ячейки H19 и I19 вве-
дем формулы для определения полных остатков готового и исходного продук-
та. В H19 введем 
=СУММ(G19:$G$30). 
В I19 введем  
=СУММ(C19:C$30). 
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Таким образом, в таблице появится окончательное решение (рис. 9.8). 
После этого можно пользоваться полученной на Лист1 таблицей. Например, 
можно подобрать параметр x50 , вводя различные его значения. При этом опре-
деляются гранулометрические составы всех продуктов и циркуляционные 
нагрузки на мельницу, и классификатор. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
Приложение 1 
Зависимости коэффициента Гастерштадта 
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В приведенных формулах А, ψ, n – опытные коэффициенты. 
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Приложение 2 
Свойства газов 
Название Азот Воздух 
Водяной 
пар 
Диоксид 
углерода 
Кислород Водород 
Оксид 
углерода 
Метан 
Химическая формула N - Н2О CO2 О2 Н2 CO СН4 
Молекулярная масса, М 28,013 28,96 18,016 44,011 32,000 2,016 28,011 16,043 
Плотность при 0ºС и 101325 Па 1,250 1,292 0,804 1,964 1,428 0,090 1,250 0,716 
Удельная газовая постоянная, 
R, Дж/(кг·K) 
296,81 287,10 461,51 188,92 259,83 4124,26 296,83 518,26 
Cp, кДж/(кг·ºС) 1,042 1,008 1,865 0,819 0,920 14,238 1,042 2,171 
Cv, кДж/(кг·ºС) 0,743 0,718 1,403 0,630 0,655 10,097 0,743 1,655 
K 1,40 1,40 1,33 1,30 1,40 1,41 1,40 1,31 
Вязкость, μ, Па·с·10–7 165,92 171,79 90,36 138,10 192,67 83,40 166,04 102,99 
Коэффициент теплопроводно-
сти, λ, Вт/(м·К) 
0,0243 0,0244 0,2373 0,0147 0,0247 0,1721 0,0233 0,0320 
Параметры газа приводятся при нормальных условиях, т. е. при t0 = 0ºС и p0 = 101 325 Па. 
При расчетах принято м = 22,41383 м
3/кмоль (нормальный молярный объем).  
R0 – универсальная газовая постоянная (молярная газовая постоянная), R0 = 8314,51 Дж/(кмоль·K). 
 
Приложение 3 
Химический состав воздуха 
Процентный состав воздуха на уровне моря 
при температуре 15°C и давлении 101325 Па 
Газ Обозначение 
Процентное содер-
жание, % 
Азот N2 78,084 
Кислород O2 20,9476 
Аргон Ar 0,934 
Углекислый газ CO2 0,0314 
Неон Ne 0,001818 
Метан CH4 0,0002 
Гелий He 0,000524 
Криптон Kr 0,000114 
Водород H2 0,00005 
Ксенон Xe 0,0000087 
Источник: CRC Handbook of Chemistry and Physics by David R. Lide, Edi-
tor-in-Chief 1997 Edition. 
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Приложение 4 
Плотность некоторых материалов 
Наименование материала Плотность, 
кг/м3 
Насыпная 
плотность, кг/м3 
Апатитовый концентрат 3220 1700 
Боксит дробленый - 1300–1950 
Глина - 1800–2000 
Глинозем 3600–3900 950–1100 
Гипс в порошке 2300 1700 
Гранит 2630 - 
Диабаз 3080 - 
Доломит 2850 - 
Зола - 400–600 
Известняк средней плотности 2650 - 
Известь гашеная в порошке 1300–1400 400–600 
Мел в порошке 1600 2000 
Мергель 2000 - 
Мрамор 2690 - 
Песок молотый кварцевый 2650 1450 
Полевой шпат в порошке - 1280 
Сода кальцинированная 2460 500–1250 
Фосфат - 1000–1600 
Цемент в рыхлом состоянии 3250 1220 
Цемент, уплотненный вибрацией - 1780 
Цемент уплотненный P=0.5 МПа - 1880 
Цемент высокоглиноземистый 3100 1070 
Цемент высокоглиноземистый, 
уплотненный вибрацией 
3100 1670 
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